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So bewundernswiirdig die Ausbildung ist, welche die mathe-
matische Technik der Wahrscheinlichkeitsrechnung unter den
Hénden der grossten Mathematiker erlangt hat, so wenig ist
merkwiirdigerweise die philosophische Seite der Wahrscheinlich-
keitslehre entwickelt. Man vermisst in allen Darstellungen eine
eingehende Erorterung der Stellung des Wahrscheinlichkeits-
begriffes in der Erkenntnisstheorie, die doch — so zu sagen —
eine centrale ist. KEs fehlt iiberall an einer befriedigenden
Vermittelung zwischen Wahrscheinlichkeit und Nothwendigkeit.

Jeder wird zugeben, dass irgend eine Aussage im eigent-
lichen Sinne entweder richtig oder falsch ist, und dass ihr so
ohne Weiteres gar keine Eigenschaft zukommt, die verschiedener
numerisch bestimmbarer Grade fihig ist, was eben die Wahr-
scheinlichkeit doch sein soll. Wenn ich z. B. sage, morgen um
12 Uhr Mittags wird es regnen, so ist das entweder richtig oder
falsch — tertium non datur. Ueberdiess ist es auch heute schon
absolut sicher im Verlaufe des ursachlichen Zusammenhanges
der Erscheinungen gegriindet, ob es morgen um 12 Uhr regnen
wird oder nicht. Dennoch spricht alle Welt — und wohl mit
Recht — davon, welche Wahrscheinlichkeit es habe, dass es
morgen regnen wird. Wenn heute das Barometer gefallen ist,
schreibt man dem Satze, es wird morgen regnen, eine Wahr-
scheinlichkeit zu, die grosser als 1/, ist, wenn das Barometer im
Steigen ist, taxirt man die Wahrscheinlichkeit unserer Aussage
kleiner als !/,. Ja man kiénnte sogar unter Umsénden die frag-
liche Wahrscheinlichkeit mebr oder weniger genau numerisch
auswerthen.

Da ist denn doch wohl eine eingehende Erérterung niothig,
was fiir eine Eigenschaft eine Aussage haben konne, deren Grade

numerisch messbar sind.
Fick, Wahrscheinlichkeiten. 1



Die philosophische Untersuchung des Wahrscheinlichkeits-
begriffes hat an sich schon das grosste Interesse, da allgemein
anerkannt wird, dass alle unsere Erfahrungserkenntniss es nur
zur Wahrscheinlichkeit geringeres oder hoheres Grades nie zur
apodiktischen Gewissheit bringen kann. Die Technik der Wahr-
scheinlichkeitslehre ist also gewissermassen die Technik der wirk-
lichen Erfahrung tiberhaupt, und es ist ein Erforderniss der Er-
kenntnisstheorie, die Principien dieser Technik systematisch zu
begriinden. Dies ist aber meines Wissens noch nie in befriedigender
Weize geschehen. Die auf den folgenden Blittern dargestellten
Untersuchungen haben den Zweck, zu dieser Begriindung einen
Beitrag zu liefern.

Ich rechne darauf, dass diese Untersuchung vielleicht auch
noch dahin wirken kénnte, hartnickige Zweifler an der Moglich-
keit ,synthetischer Sidtze a priori“ zu bekehren. Bekanntlich
giebt es noch immer Leute, welche solche Zweifel hegen, die so-
gar die mathematischen Wahrheiten fiir Produkte der Erfahrung
halten, die z. B. den Satz, dass die 3 Winkel im Dreieck zu-
sammen 2 Rechte betragen, fiir einen Erfahrungssatz erkléren,
obwohl, seit es eine Feldmesskunst giebt, noch niemals die Summe
der 3 Dreieckswinkel genau = 1800 gefunden worden ist. Um
solche Zweifel zu zerstreuen, giebt es nun wohl kaum ein an-
schaulicheres Beispiel, als die Sdtze der Wahrscheinlichkeitslehre,
die ihrer ganzen Ableitung nach gar nicht aus der Erfahrung
hergenommen sein kénnen und die sich doch auf Erfahrung
beziehen.



I. Entwickelung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes.

Der eigentliche Angelpunkt der ganzen Erkenntnisstheorie
ist die Wahrheit, dass die Verkniipfung der Erscheinungen all-
gemeinen unverbriichlichen Gesetzen unterworfen ist. Der hiufig
gebrauchte Ausdruck fiir diese Wahrheit, dass die Erscheinungen
einem unverbriichlichen Causalnexus unterworfen seien, ist, glaube
ich, nicht ganz gliicklich gewihlt, weil nach unserem Sprach-
gebrauch die Worte Ursache und Wirkung, namentlich das letztere;
noch etwas mehr einschliessen als die blosse gesetz- oder regel-
missige Verkniipfung succesiver und gleichzeitiger Erscheinungen.
Es ist hier nicht der Ort die Begriffe, Ursache und Wirkung,
griindlich zu erdrtern, nur die Bemerkung sei verstattet, dass
der Begriff der Wirkung nothwendig zwei verschiedne Dinge
voraussetzt, von denen das eine auf das andere einwirkt und um-
gekehrt, da nun aber das Wort , Ursache“ durchweg als Correlat
von ,Wirkung“ gebraucht wird, so kann auch dies nur gelten,
wo von der gegenseitigen Einwirkung verschiedener Dinge auf-
einander die Rede ist. Wenn wir dagegen von dem blossen
gesetzmiissigen Ablauf der Erscheinungen sprechen, so brauchen
wir nicht nothwendig die gegenseitige Einwirkung der Dinge
aufeinander im Auge zu haben, wenn wir z. B. die gesetzmissige
Bewegung der Fixsterne vom Aufgange zum Untergang betrachten,
s0 kommt dabei eine Einwirkung verschiedener Kérper aufeinander
gar nicht in Frage.

Dass die Wahrheit, alle Verkniipfung der Erscheinungen
sei allgemeinen Gesetzen unterworfen, nicht durch Erfahrung
erworben, sondern a priori erkannt sei, ist von Kant mit mathe-

matischer Evidenz dargethan und diirfte es wohl bei seiner Be-
1%
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griindung dieser Wahrheit auf die hypothetische Urtheilsform,
welche ihm bekanntlich mehr als 10 Jahre Nachdenken gekostet
hat, sein Bewenden haben trotz der mancherlei Ausstellungen,
welche dltere und neuere Kritiker hieran versucht haben.

Vielleicht wiren manche dieser Ausstellungen unterblieben
wenn man darauf geachtet hitte, dass jedes Urtheil, dessen
Subject und Pridikat allgemeine Begriffe sind, ein hypothetisches
ist, wenn es auch in einem einzigen Satze ausgedriickt ist. Ein
durch ein Wort bezeichneter allgemeiner Begriff ist ja gar
nichts anderes als eine Theilvorstellung die in verschiedenen
wirklichen konkreten Wahrnehmungen als Bestandtheil gefunden
werden kann. '

Es ist gut zu bemerken, dass wir erkenntniss-theoretisch
die Berechtigung haben aus der unendlichen Fiille von Mo-
menten einer wirklichen Wahrnehmung ganz beliebige heraus-
zunehmen, soviel oder sowenig, als wir wollen, und sie zu einem
Begriff zu verkniipfen, denn der Beweis fiir ihre mogliche Zu-
sammengehorigkeit liegt ja darin, dass sie eben in einer wirk-
lichen Wahrnehmung einmal zusammen waren. Ob nun eine
solche Zusammenfassung auch brauchbar ist, das kann man bei
ihrer ersten Bildung gar nicht wissen, das kann sich eben nur im
Verlaufe der Erfahrung zeigen. An sich unberechtigt sind nur
solche Begriffe oder Zusammenfassungen von Wahrnehmungs-
elementen welche in der gedachten Weise gar nie in einer wirk-
lichen Wahrnehmung zusammen gewesen, sondern willkiihrlich
aus verschiedenen Wahrnehmungen zusammengestellt sind. Z. B.
ein Mensch mit Fligeln auf den Riicken oder dergleichen. Da-
gegen ist z. B. der Begriff eines ,braunen Thieres“ ganz wohl zu-
lissig, denn man hat die Wahrnehmungen schon zusammen
gemacht, dass ein ohne #usseren Anstoss sich bewegender Korper
(Thier) von seiner Oberfliche Licht aussendet, das im Auge des
‘Beschauers den Eindruck macht, der als ,braun® bezeichnet wird.
Dieser selbe Complex von Wahrnehmungselementen ist sogar schon
oft wirklich gemacht z. B. bei Betrachtung von gewissen Schnecken
und von Ochsen oder Pferden.

Man beachte dass die Handlung des Verstandes, vermoge deren
aus einer wirklichen Wahrnehmung einzelne Elemente oder Kom-
plexe von solcher herausgehoben werden durchaus spontan ist, da
eben nur die wirkliche Wahrnehmung d. h. der Komplex von Em-
pfindungen jederzeit das von aussen Gregebene ist. Von welchen Ele-
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menten eines solchen Komplexes ich ,abstrahiren“ will und welche
Elemente ich in den engeren Komplex eines , Begriffes® aufnehmen
will, das ist aber Sache der Spontancitit des Verstandes. Hier-
mit soll natiirlich nicht gesagt sein, dass nicht nachfolgende
Wahrnehmungen im wirklichen Verlaufe des psychologischen Ge-
schehens Veranlassungen enthalten konnten, bald die eine, bald
die andere Begriffshildung zu bevorzugen. Immer bleibt die Be-
griffsbildung und damit, wie wir gleich sehen werden die Auf-
stellung hypothetischer Sidtze eine -— wenn auch psychologisch-
motivirte — Handlung oder, wenn man lieber will, eine Reac-
tion des Verstandes im (Gregensatze zu einer ihm von aussen sich
aufdrdngenden Wahrnehmung.

Ist nun ein Wort oder Wortkomplex, das einen solchon
allgemeinen Begriff bezeichnet Subject in einer Aussage, so
driickt es eine einfache Bedingung oder auch einen ganzen
Komplex von Bedingungen aus. Ist dagegen ein solches Wort
Priidikat einer Aussage so heisst es, dass unter den durch das
Subject dargestellten Bedingungen allemal die durch es selbst be-
zeichnete einfache oder zusammengesetzte Vorstellung reell gegen-
wirtig ist. In dem Satze z. B. Blut ist roth, kann ich das Subjekt
Blut umschreiben dnrch den Konditionssatz: wenn ich einem Wir-
belthier eine Wunde beibringe und die ausfliessende Fliissigkeit
ansehe. Das Pridikat ,ist roth“ stellt fest, dass ich unter den
soeben angegebenen Bedingungen die Vorstellung der rothen Farbe
als reell gegenwirtig habe. Der Satz ,Blut ist roth ist demnach
unzweifelhaft ein hypothetisches Urtheil genau gleich der Aus-
sage: wenn ich ein Wirbelthier verwunde und die ausfliessende
Fliissigkeit ansehe, so habe ich resp. jeder sehende und nicht
farbenblinde Mensch die Vorstellung der rothen Farbe. Ebenso
ist z. B. der Satz ,Ein Wirbelthier hat Blut“ gleichbedeutend
wit dem hypothetischen Urtheil: Wenn ich einen Kbrper, der
eine Wirbelsdule im Riicken hat und noch die und die anderen
Bedingungen erfiillt, deren Aufzihlung hier zu lang werden
wiirde, wenn ich — sage ich — einen soichen Korper nehme
und schneide hinein, so fliesst eine rothe Fliissigkeit aus.
Um auch noch ein Beispiel zu geben, wo es sich schon im
urspriinglichen Ausdrucke um eine zeitliche Aufeinanderfolge
handelt, betrachten wir den Satz: ,Ein fester Korper im leeren
Raume ohne Geschwindigkeit sich selbst iiberlassen fillt zu
Boden.“ Er kann folgendermassen auf die Form des hypotheti-
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schen Urtheils gebracht werden: Wenn ein Object der driickenden
Hand Widerstand leistet und er wird in einem gewissen Augen-
blicke in einem leeren Raume sich selbst iiberlassen, so findet
er sich einige Zeit spiter am Boden des leeren Raumes.

Alles eigentliche Urtheilen mit sogenannten Begriffen ist
also ein Aufstellen von allgemeinen Regeln, nach welchen ge-
wisse Vorstellungen nothwendig mit einander verkniipft sind, so
dass, wenn die eine da ist, auch die andere da sein oder erwartet
werden muss. Ist nun die Nothigung, solche allgemeine Regeln
aufzustellen, in der urspriinglichen Natur unseres Intellektes ge-
griindet oder kommen wir dazu nur deshalb, weil das Material
unserer Wahrnehmungen an sich schon solchen Regeln unter-
worfen ist, die wir nur bemerken? Die letztere Alternative kann
geradezu als widersinnig bezeichnet werden. Ein Wesen mit der
Fihigkeit der blossen Wahrnehmung kénnte, wenn auch wirklich
das Material der Wahrnehmungen regelmissig wire, niemals die
Regeln als solche zum Bewusstsein bringen. Dazu muss eine
besondere Fihigkeit von vorn herein vorhanden sein, und das ist
auch ganz offenbar der Fall. Man wird wohl geradezu sagen
konnen, der Intellekt oder der Verstand ist gar nichts Anderes,
als eben die Fihigkeit, das Material der Wahrnehmung unter
allgemeine Regeln zu bringen. Welches diese Regeln wirklich
sind, wird sich natiirlich darnach richten, was fiir Wahrnehmungen
gemacht sind, dass sich aber Alles nach Regeln richten muss,
ist von vornherein gewiss, denn mit dem Verstande iiber Wahr-
nehmungen reflectiren, heisst gar nichts Anderes, als allgemeine
Regeln suchen, unter welche die Wahrnehmungen gebracht wer-
den konnen. Im Grunde genommen ist die vorstehende Ertrter-
ung nur eine Paraphrase des bekannten Satzes von Leibnitz:
Nihil est in intellectu quod non prius fuerat in sensu — nisi
intellectus ipse.

Wer sich durch eine solche principielle Betrachtung nicht
iiberzeugen kann, der denke sich einmal in die Lage des neuge-
borenen Kindes und frage sich, ob er da in dem Wirrwar der
sich aufdringenden Wahrnehmungen Regelmissigkeit ohne sie
zu suchen finden wiirde (wofern das iiborall denkbar wire).
Wie sollte man etwa darauf kommen, eine Regel aufzustellen,
dass nicht unterstiitzte schwere Korper zu Boden fallen? Man
sieht ja fast eben so oft solche Kérper aufsteigen, wie z. B. einen
aus der Hand geworfenen Stein oder aufspritzendes Wasser, einen
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fliegenden Vogel oder sogar den eigenen Kiorper beim Sprung u. s. w.
In der That gibt es ja auch Regeln, nach denen sich nnter ge-
wissen Umstidnden nicht unterstiitzte schwere Korper aufwirts
bewegen, wie es Regeln gibt, nach denen sie unter andern Um-
stinden fallen. Wenn nicht die Natur des Intellektes darin be-
stinde, solche Regeln a priori vorauszusetzen und uns zwinge,
sie um jeden Preis aufzusuchen, die blossen Wahrnehmungen wiir-
den uns niemals zwingen, solche Regeln anzunehmen. Ja man
muss schliesslich sogar zugeben, gefunden sind die wirklich
allgemein giiltigen Regeln oder Gesetze auch heute noch nicht
— nicht ein einziges.

Wir wollen jetzt zusehen, wie es bei der wirklichen Auf-
suchung der Erfahrungsregeln zugeht. Setzen wir uns in die
Lage, wo wir eine recht augenfillige und hdchst verwickelte
Wahrnehmung machen. Es sei etwa im Oktober ein heftiger
Sturm, die Sonne sei eben im Untergehen, der zunehmende Mond
scheine abwechselnd durch die Zwischenrdume dahinjagender
Wolken, wir sehen einen Wald mit theils gelben Bldttern, die-
selben fallen in grosser Anzahl von den geschiittelten Zweigen.
Einzelne Aeste knicken vom Sturme gebogen ab. Aus einer
solchen Reihe von wirklichen sinnlichen Wahrnehmungen lassen
sich unendlich viele Theilvorstellungen bilden und wir kénnen
nun ganz willkiirlich je zwei solcher Theilvorstellungen zu
einem Urtheil verkniipfen oder mit andern Worten Regeln bilden,
wonach, wenn die eine Vorstellung gegenwirtig ist, auch die
andere sich einstellt. Es wire eine ganz verkehrte Meinung,
wollte man einigen dieser Verkniipfungen von vorn herein
einen Vorzug einriumen. Was in einer wirklichen Wahr-
nehmung verkniipftist, muss eben nach einer allgemeinen
Regel verkniipft sein. Ohne dies a priori vorauszusetzen,
wiirde es mir ja niemals einfallen, bei Wiederholung eines Theiles
der Wahrnehmung darauf zu achten, welcher andere Theil der-
selben sich ebenfalls wiederholt. Die Fahigkeit des Krinnerns
reicht zur Erklirung dieser besonderen Aufmerksamkeit nicht
aus, die ganz spontan auf die Wiederholung von Verkniipfungen
gerichtet wird. Der soeben ausgesprochene Satz ist nichts an-
deres als eine besondere und, wie mir scheint, recht einleuchtende
Fassung von Kant's Behauptung, dass die Moglichkeit des hypo-
thetischen Urtheils das allgemeine Causalitéits- oder besser Regel-
miéssigkeitsprincip enthédlt. So bin ich im obigen Beispiel ganz
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berechtigt, den Mondschein mit dem Abknicken vom Baumisten
zu verkniipfen. Ks muss eine ganz allgemeine Regel geben,
welche sagt: wenn der Mond scheint und es sind noch die und
die anderen Bedingungen erfiillt, so knicken Aeste von den Biiu-
men; ob ich die Bedingungen, ohne zu viel oder zu wenig zu
sagen, werde angeben konnen, ist freilich die Frage, aber eine
solche Regel muss es geben, da in einem wirklich beob-
achteten Falle, wihrend der Mond schien, Aeste von den Biumen
geknickt sind. Diese Betrachtung wird gut beleuchtet dnrch die
Neigung der Menschen, sich ganz willkiirlich abergldubische Regeln
bei Gelegenheit irgend einer bestimmten wahrgenommenen Ver-
kniipfung von Erscheinungen zu bilden. So herrscht z. B. be-
kanntlich in weiten Kreisen der Aberglaube, dass von 13 Tisch-
genossen einer in dem laufenden Kalenderjahre sterbe. Jedesfalls
~ hat man ein Recht, nach einmaliger Beobachtung jener Verkniipf-
ung eine Regel zu bilden: wenn 13 Menschen bei Tische zusam-
mensitzen, stirbt einer davon im laufenden Kalenderjahre, nur
muss, wenn die Regel eine unverbriichliche sein soll, die Be-
dingung noch weiter specialisirt werden, z. B. wiirde es nach dem
heutigen Stande unserer toxikologischen Kenntnisse eine ganz un-
verbriichliche Regel geben: Wenn am 1. Januar 13 Menschen bei
Tische sitzen, von denen einer 1 gramm Arsenik verschluckt und
keinerlei Gegengift nimmt, so stirbt einer davon im laufenden
Kalenderjahre. Hitte man sich nun vorgesetzt, die iibrigen Be-
dingungen auszumitteln fiir solche aufs Gerathewohl gegriffene
Regeln etwa fiir die schon weiter oben als Beispiel gebranchte
Regel:: ,wenn der Mond scheint und es findet noch dies und dies
und dies ete. statt, so knicken Aeste von den Biumen¥, so wiirde
man bald bemerken, dass die andern Bedingungen einflussreicher
sind, als die erste, doch ist das eine naturwissenschaftliche und
keine erkenntniss-theoretische Bemerkung. Als Beispiel des
erkenntniss-theoretischen Processes wiirde eine Untersuchung iiber
die Vervollstindigung wunserer beispielsweise willkiihrlich ge-
griffenen Verkniipfungsregel ganz wohl dienen konnen. Wir wiir-
den auch wohl schliesslich einen Einfluss des Mondes feststellen
konnen, dessen Lage wegen seiner Anziehungskraft, die er auf
alle Massen ausiibt fiir das Abknicken von Baumisten unmoglich
absolut gleichgiiltig sein kann. Ueberdies steht ja die Sichtbar-
keit des Mondes mit der Beschaffenheit der Atmosphire in Be-
ziehung. Ich will aber dennoch dies absichtlich anscheinend ganz
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absurd gewihlte Beispiel verlassen und ein aunderes aus dem
obigen Wehrnehmungsgewebe herausgreifen, das wir besser ver-
folgen konnen, weil es die Aufmerksamkeit der Menschen in Wirk-
lichkeit mehr auf sich gezogen hat. Wir verkniipfen z. B. die
Theil-Vorstellung des Windes mit der Theil-Vorstellung des Ab-
knickens von Baumésten und stellen die Regel auf: ,wenn Wind
durch Biume weht, so knicken Aeste ab“ Bei der ndchsten Ge-
legenheit, wo wir Wind durch Bdume wehen sahen, werden wir
nun vielleicht nicht bemerken, dass Aeste abknicken. Hétten die
Empiristen Recht, so wire hierdurch die Verkniipfung zwischen
der Vorstellung Wind und der Vorstellung des Abknickens von
Baumiisten gelost, oder sie wire wohl eigentlich gar nicht zu
Stande gekommen. Unser Verstand ldsst sich aber durch die
Zweifel des Empiristen in seinem Geschifte des Regeln Suchens
nicht beirren. Die zweite negative Wahrnehmung bestimmt ihn
keineswegs, die erste Regel aufzugeben, sondern sie zu verbessern.
Er sieht, wenn Wind durch Biéume weht, knicken Aeste, war noch
nicht der vollstindige Ausdruck der nothwendig vorauszu-
setzenden unverbriichlichen Regel, wnnach in der erstgedachten
wirklichen Wahrnehmung die beiden willkiihrlich herausgegriffenen
Theil-Vorstellungen zu verkniipfen sind. Ich muss also in der
Theilvorstellung, welche ich als Bedingung setze, noch mehr von
dem damals gegenwirtig gewesenen Inhalt aufnehmen, z. B. von
der Stirke des Windes, von der Beschaffenheit der Bdume, von
der Richtung des Windes in Beziehung zur Stellung der Aeste
u.s. w. wohl zu merken, nithigesfalls miisste ich den damals gegen-
wiirtig gewesenen Vorstellungsinhalt ganz in die Bedingung auf-
nehmen, dann wire aber die Regel auch sicher richtig, dann diirfte
aber auch der Nachsatz — und das ist wichtig zu bemerken —
viel bestimmter lauten, etwa so: ,es knicken sieben Aeste von
der und der Grésse ete. ab®.

Versuchen wir es aber zunichst mit allgemeiner ausgedriick-
ten Regeln. Wenn Wind durch Bdume weht, kann der Wind
eine (Geschwindigkeit von 5m von 10m von 15 m Geschwindig-
keit haben. In dem urspriinglich beobachteten Falle sei
beispielsweise die Geschwindigkeit 10 m gewesen. Nehmen wir
diese Bestimmung mit auf, so wiirde die Regel lauten: Wenn ein
Wind von 10 m Geschwindigkeit durch Biume weht, so knicken
Aeste ab. Eine abermalige Beobachtung kann uns nun iiber-
zeugen, dass auch dies noch nicht die allgemeine unverbriichliche



10

Regel ist. Wir sehen vielleicht einen so starken Wind ganz ohne
Schaden durch Biume wehen, aber es waren diesmal etwa nied-
rigere Biume, als in der urspriinglichen Wahrnehmung. So ver-
suchen wir abermals eine Regel zu bilden: wenn Wird von grosser
Stirke durch Biume von grosser Hohe weht, so knicken Aeste ab.
Es ist nun a priori gewiss, dass wir durch Aufnahme immer
niherer Bestimmungen in die zundichst allgemein ausgedriickte
Bedingung ,wenn Wind durch Biume weht“ zuletzt zu einer
wirklich unverbriichlichen Regel kommen miissen, freilich ist es
noch nie wirklich gelungen, das Ziel ganz vollkommen zu er-
reichen.

Wir konnen auf dem Wege zu diesem Ziele schon eine
Bemerkung machen. Neben den versuchsweise angenommenen
Regeln mit positivem Nachsatze konnen wir auf Grund der erneu-
ten Wahrnehmungen auch solche mit negativem Nachsatze bilden.
Z. B. Wenn Wind durch Biume weht mit weniger als 10m
Greschwindigkeit, so knicken keine Aeste ab uw. s. f. Offenbar
muss es moglich sein, den ganzen Bereich derallgemeinen
Bedingung, ,wenn Wind durch Biume weht“ in zwei Theile
zu theilen, deren einer diejenigen besonderen Beding-
ungen enthdlt, unter denen die im Nachsatz ansge-
driickte Folge eintritt, der andere Theil diejenigen
besonderen Bedingungen, unter welchen die Folge
ausbleibt. Es wire nun offenbar von grisstem Interesse, wenn
man sich bei einer entschieden noch nicht vollstindig dargestell-
ten Regel wenigstens davon eine Vorstellung machen kinnte, der
wievielte Theil des ganzen Bereiches der allgemeinen Bedingung
von solchen besonderen Bedingungen eingenommen wird, an welche
¢ er Erfolg unauflsslich gekniipft ist. Man muss sich dabei offenbar
den ganzen Bereich der allgemeinen Bedingung denken als eine
Anzahl — natiirlich meist eine unendlich grosse — von ein-
zelnen Bedingungen und diese ganze Anzahl zerfillt in zwei
Gruppen, deren jede selbst wieder unendlich gross ist. Die eine
enthiilt die Vordersitze zu den wunverbriichlichen Regeln mit.
positivem, die andere enthélt die Vordersidtze zu den unverbriich-
lichen Regeln mit negativem Nachsatze. Die Anzahlen der beiden
Grnppen, wenn auch wie gesagt selbst unendlich gross haben,
doch im Allgemeinen ein durch eine endliche Zahl angebbares
Verhiltniss zu einander. Erldutern wir diese Betrachtung noch
einmal durch unser frither gebrauchtes Beispiel: Wenn Wind von
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10—15 m Geschwindigkeit durch Bdume von 20--30 m Héhe weht.
Dieser Satz reprisentirt schon eine zweifach unendliche Mannig-
faltigkeit von Einzelbedingungen, sofern es zwischen 10 X 15m
unendlich viele Geschwindigkeiten und zwischen 20 und 30m
unendlich viele Hohenstufen gibt, deren jede mit jeder combinirt
gedacht werden kann. Nehmen wir an, alle diese Bedingungen
fithrten den positiven Erfolg herbei. Wenn Wind von 15—20m
Greschwindigkeit durch Baume von 10—20m Hohe weht, ist wie-
der eine Untergruppe von einer zweifach unendlichen Mannig-
faltigkeit, die wieder zu den Vordersdtzen mit positivem Erfolge
zidhlen moge. So kionnten wir dann weiter mit der Aufzihlung
der Bedingungen fortfahren, die den positiven Erfolg herbeifiithren.
Dann kidme etwa eine Untergruppe: Wenn Wind von 10—15m
Geschwindigkeit durch Biume von 10—20 m H6he weht, ebenfalls
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Einzelbedingungen
in sich enthaltend. Die Untergruppe gehore nun etwa zu der
Gruppe von Bedingungen, unter denen der Erfolg ausbleibt u. s. f.
bis zur vollstindigen Aufzédhlung. Diese kann natiirlich in unse-
rem Beispiel um so weniger wirklich aunsgefithrt werden, als noch
ganz andere Bedingungen in Betracht kommen, welche sich auf
die Beschaffenheit des Holzes, auf die Dichte der Belaubung, die
einzelne oder gedringte Stellung der Biume u. s. w. beziehen, und
die Unendlichkeit ins ganz uniibersehbare steigern, immer
aber werden die beiden unendlichen Amnzahlen der beiden Arten
von Einzelbedingungen von derselben Ordnung unendlich sein und
folglich ein bestimmtes durch eine endliche Zahl darstellbares
Verhiltniss zu einander haben.

Es versteht sich wohl von selbst und ist schon wiederholt
ausgesprochen, dass bei der wirklichen Beobachtung natiir-
liches Geschehens die Aufzédhlung der Einzelbedingungen der un-
verbriichlichen Regeln gar nie ausfiithrbar ist. Einerseits ist ihre
Anzahl stets unendlich und andererseits bleiben sie uns meist
sogar ihrem Inhalte nach unbekannt. Um so mehr ist es Be-
diirfniss, einen Maassstab dafiir zu gewinnen, mit welchem Grade
der Anndherung in einer gegebenen Regel die Bedingungen wirk-
lich schon aufgezihlt sind, so dass man insbhesondere solche Regeln
unterscheiden konne, bei denen im Bereiche des wirklich aus-
gedriickten oder wenigstens bei dem Awusdrucke gedachten
Bedingungskomplexes vielleicht nur sehr wenige Kinzelbeding-
ungen enthalten sind, welche den Erfolg nicht herbeifiihren.
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Solche Regeln sind es, die im gemeinen Leben oder selbst in
der Naturwissenschaft fiir unverbriichliche Regeln gelten.

Wir sind durch die vorstehenden Betrachtungen auf eine
Eigenschaft von hypothetischen Urtheilen gefiihrt worden, welche
in der That numerisch ausdriickbarer Grade fihig ist, und diese
Eigenschaft ist die ,Wahrscheinlichkeit® Mit der Wahr-
heit und Unwahrheit hat sie an sich nichts zu schaffen, denn
diese haben keine Grade. Der Satz: ,wenn A ist, so ist B¢
schlechthin verstanden ist entweder wahr oder unwahr. Wenn
ich bei diesem Satze von Wahrscheinlichkeit sprechen will, muss
ich mir den durch A ausgedriickten Bedingungskomplex in eine
Anzahl von Einzelbedingungen getheilt denken, und annehmen,
dass die einen dieser Einzelbedingungen mit dem Nachsatze ver-
bunden richtige, die andern falsche Regeln geben, resp. dass die
andern mit dem negirten Nachsatze verbunden richtige Re-
geln geben.

Es ist nunmehr leicht die Definition der Wahrscheinlichkeit
als mathematischer Grosse zu geben: Die Wahrscheinlich-
keit eines unvollstdndig ausgedriickten hypotheti-
schen Urtheils ist der als echter Bruch dargestellte
Theil des ganzen Bereiches der Bedingung, an dessen
Verwirklichung der im Nachsatz ausgedriickte Er-
folg nothwendig gekniipft ist.

Man kann demnach durchaus nicht von Wahrscheinlichkeit
eines ,Kreignisses” sprechen. Jedes individuelle Ereigniss ist
entweder absolut nothwendig oder unmoglich. Die Wahrscheinlich-
keit ist eine Eigenschaft, welche nur einem hypothetischen Ur-
theile zukommen kann. Es kann allerdings Wahrscheinlichkeit van
bestimmtem Werthe mit vollem Rechte auch einer Aussage zu-
geschrieben werden, welche scheinbar die blosse bedingungslose
Angabe eines Ereignisses ist, Wenn ich z. B. den Satz aus-
sprechen hire, ,morgen wird es regnen®, so kann ich recht wohl
diesem Satze eine gewisse Wahrscheinlichkeit zuschreiben, die
sich sogar im gegebenen Falle mehr oder weniger genau numerisch
angeben ldsst. Ich konnte z. B. sagen: ich wette 10 gegen 1,
dass es morgen regnet. Man sieht aber leicht, dass es sich auch
hierum die Wahrscheinlichkeit eines hypothetischen Satzes handelt.
Der niimlich, welcher eine solche Aussage macht, wird dabei
meist die heutige Beschaffenheit der Atmosphire, Richtung des
Windes ete. im Auge haben und spricht also eigentlich aus: Der
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hypothetische Satz ,Wenn am einen Tage an diesem Orte die
und die Beschaffenheit der Atmosphédre herrscht, so wird es an
demselben am folgenden Tage regnen®, hat eine Wahrscheinlich-
keit, sagen wir gleich 9/;,. Mit andern Worten, die Sphdre der
ausgedriickten Bedingung kann in 10 Theile getheilt werden, von
denen 9 den Regen herbeifithren, 1 den heitern Himmel. Z. B.
etwa so: Wenn diese Beschaffenheit der Atmosphédre herrscht
und die Windrichtung bleibt ungeéndert, so regnet es am andern
Tage; wenn diese etc. herrscht und der Wind dreht sich wihrend
einiger Stunden, so regnet es u. s. f., dann andererseits: Wenn
diese etc. herrscht und der Wind dreht sich dauernd, so regnet
es am andern Tage nicht.

Ganz sinnlos wire iibrigens nicht einmal die Frage nach
der Wahrscheinlichkeit der Aussage: morgen wird es regnen ohne
alle Riicksicht auf das heutige Wetter. Sie bezoge sich dann
auf die hypothetische Regel: wenn iiberhaupt das Geschehen
nach den bisherigen Gesetzen fortfidhrt, so regnet es an einem
Tage. Da ist ja auch der ganze Complex von moglichen Be-
dingungen eintheilbar in solche, die Regen, und in solche, die
Trockenheit herbeifithren. Es kann sogar unter Umstidnden, wie
z. B. gerade in der Meteorologie von Interesse sein, fiir solche
Aussagen, deren allgemeine Bedingung eben nur die Fortdauer
des Geschehens iiberhaupt ist, die Wahrscheinlichkeit zu be-
stimmen. Meist aber will man sie nur wissen fiir hypothetisch
ausgesprochene Urtheile, bei denen die Sphédre der allgemeinen
Bedingung schon eine abgegrenzte ist. Wenn ich z. B. sage,
morgen wird in meinem Zimmer mit ein Paar Wiirfeln ein Pasch
geworfen werden, so hat die Frage nach der Wahrscheinlichkeit
dieser Aussage an sich wohl einen Sinn, aber man wird nicht
leicht darauf kommen sie aufzuwerfen, denn man sieht sofort,
bei der Eintheilung der im ganzen Verlaufe des Geschehens iiber-
haupt enthaltenen Mannigfaltigkeit von Bedingungen sind schon
verhiiltnissmiissig ausserordentlich wenige, die mit der Wahr-
nehmung eines Paschwurfes verkniipft sein k6nnen und unter
diesen, unter denen nimlich iiberhaupt ein Wiirfelspiel in dem
Zimmer gemacht wird, sind wieder nur einige, welche mit der
Wahrnehmung nothwendig verkniipft sind. Nahe liegt da-
gegen die Frage, welche Wahrscheinlichkeit hat der hypothetische
Satz: Wenn 2 Wiirfel auf den Tisch geworfen werden, so er-
scheint ein Pasch.
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Das muss man sich jedesfalls vollstindig klar machen, dass
es sich auch in solchen Fiéllen, wo von der Wahrscheinlichkeit
einer Aussage die Rede ist, welche scheinbar ein bestimmtes
Ereigniss schlechthin angiebt, nicht um ein in Wahrheit indivi-
duelles Ereigniss handelt. Denn wenn es, um im obigen Bei-
spiele zu bleiben, morgen hier am Orte wirklich regnet, dann
wird in dem und dem Awugenblicke auf den und den Punkt ein
Tropfen fallen etc. Wére nun die Aussage in dieser Weise ge-
fasst, so konnte der Frage nach ihrer Wahrscheinlichkeit kein
Sinn mehr beigelegt werden, dann miisste sie entweder wahr
oder unwahr sein, denn jedes individuelle Ereigniss ist entweder
im Causalnexus nothwendig und wirklich oder unméglich.

Wir sehen, dass bei der hier entwickelten Definition der Wahr-
scheinlichkeit von einem Widerspruche mit der Nothwendigkeit im
Ablaufe der wirklichen Erscheinungen, der den Darstellern viel
Schwierigkeit gemacht hat, gar nicht die Rede sein kann. Laplace
schliipft in seinem berithmten ,philosophischen Versuche“ iiber
die Schwierigkeit mit ein paar nichtssagenden Worten weg,
-obwohl er sie fithlt und obwohl sie fiir ihn auch wirklich vor-
handen ist, da er von Wahrscheinlichkeit der Ereignisse
spricht. ,Gébe es einen Verstand, sagt er, der fiir einen ge-
gebenen Augenblick alle die Natur belebenden Krifte und die
gegenwirtige Lage der sie zusammensetzenden Wesen kennte
und zugleich umfassend genug wire, diese Daten der Analysis
zu unterwerfen, so wiirde ein solcher die Bewegungen der
grossten Weltkorper und der kleinsten Atome durch eine und
dieselbe Formel ausdriicken, fiir ihn wire nichts ungewiss, vor
seinen Augen stinde Zukunft und Vergangenheit’. Nach einigen
Bemerkungen iiber die Unwissenheit fritherer Jahrhunderte fihrt
er dann fort: ,Die Wahrscheinlichkeit hdngt theils von dieser
Unwissenheit theils von unseren Kenntnissen ab. Zuweilen
wissen wir, dass sich von drei oder mehr Begebenheiten eine
einzige ereignen werde und doch ist kein Grund vorhanden, dass
wir glauben sollten, die eine werde sich wahrscheinlicher zu-
tragen als die andere. Indess ist es vielleicht wahrscheinlich,
dass irgend eine dieser Begebenheiten sich nicht zutrage, wenn
wir ndmlich mehrere gleich mdgliche Félle sehen, die ihrer Er-
scheinung entgegen sind, und nur ein einziger sie begiinstigt.“

In diesen Sitzen tritt bei Laplace das Wort ,wahrscheinlich
zuerst auf und zwar, wie man sieht, als ein aus dem gemeinen
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Leben ganz bekanntes, ohne dass eine eigentliche Definition auch
nur versucht wiirde, denn die nun gleich folgende Erkldrung des
Maasses der Wahrscheinlichkeit durch Abzdhlung der giinstigen
und ungiinstigen Félle ist nur die mathematische Ausfithrung
des letzten Satzes.

Die von Laplace an die Spitze gestellte Behauptung: ,die
Wahrscheinlichkeit hiingt theils von dieser Unwissenheit theils
von unseren Kenntnissen ab“ muss ich aber geradezu fiir falsch
erkldren. In der That, wenn wir auch jenen allumfassenden Ver-
stand besiissen, konnten wir immer noch hypothetischen Urtheilen
jene Eigenschaft zuschreiben, welche ich als die Wahrscheinlich-
keit nachgewiesen habe, und ihr Maass angeben. Freilich wiirden
wir unter jener Voraussetzung nicht mehr von der Technik der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Erforschung des Naturlaufes
Gebrauch zu machen néthig haben.

In etwas eingehendere Erorterungen lassen sich Bernoulli
und Condorcet ein, aber auch ihnen ist es, soviel ich sehen kann,
nicht gelungen, die Berechtigung dafiir nachzuweisen, dass
einer Aussage eine Eigenschaft beigelegt wird, die verschiedener
in Zahlen angebbarer Grade fihig ist.

Fiir uns ist diese Schwierigkeit jetzt aus dem Wege ge-
riumt, denn wir legen die fragliche Eigenschaft nicht einer
kategorischen Aussage iiber ein bestimmtes Ereigniss bei, sondern
einer hypothetischen Regel, welche ihre Ausnahmen hat. Da kann
man denn recht wohl die der Regel folgenden und die Aasnah-
men gezihlt denken und das Verhdltniss der beiden Anzahlen
zum Maasse einer bestimmten Eigenschaft dieser Regel machen.
Genau gesprochen handelt es sich aber bei der Wahrscheinlich-
keit nicht um eine Zihlung factisch beobachteter regelmissiger
und Ausnahmefille, sondern um die Zéhlung von ausnahmslosen
Regeln, welche sich durch weitere Pricisirung des Vordersatzes
bilden lassen miissen und von denen die einen mit positivem, die
andern mit negativem Nachsatze schliessen. Das Verhdltniss
der einen Zahl zurSumme beider ist eben das Maass
der Wahrscheinlichkeit der unvollstindig ausge-
driickten Regel

In der ganzen Betrachtung, welche zu einer scharfen De-
finition des Wahrscheinlichkeitsbegriffes gefithrt hat, hatten wir
nicht nothig, uns des stets bedenklichen Wortes ,Zufall zu be-
dienen. Dass aber oft die Wahrscheinlichkeitslehre als die Lehre
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vom Zufall und die Wahrscheinlichkeitsrechnung als die Berech-
nung des Zufalles bezeichnet wird, wollen wir zum Schlusse
dieser Betrachtung mnoch kurz ausfithren, was unter Zufall zu
verstehen ist, wenn jene hiufig gehorte Bezeichuung der Wahr-
scheinlichkeitslehre eine Bedeutung haben soll. Es versteht sich
von selbst, dass einem wirklichen Ereigniss nie das Pridikat
zufidllig, das zu nothwendig in einem Gegensatze steht,
mit Grund beigelegt werden kann. Ebensowenig kann er auch
dem Zusammentreffen gewisser Bedingungen beigelegt werden,
welches ein Ereigniss herbeifiihrte, sofern .dies Zusammentreffen
auch schon als wirklich gesetzt wird, denn es ist ja alsdann
auch ganz im nothwendigen Causalnexus des wirklichen Geschehens
mit Nothwendigkeit gegeben. Wohl aber kann wan das Zusam-
mentreffen gewisser Bedingungen in abstracto als zufillig be-
zeichnen, wenn eben die eine dieser Bedingungen mit der andern
nicht an sich schon in einem gesetzlichen Zusammenhange steht.
So ist beispielsweise das Befallensein von einer gewissen Krank-
heit nicht an sich nothwendig verkniipft mit einer schwéchlichen
Korperbeschaffenheit oder mit Mangel an guter Pflege. Man kann
daher das Zusammentreffen dieser Bedindungen recht wohl in
abstracto als ein ,zufilliges¢ bezeichnen. Gerade aber mit
der Abzdhlung solcher Complexe von Bedingungen in abstracto,
von denen die einen mit Nothwendigkeit ein gewisses Ereigniss
herbeifiihren, die andern es nicht herbeifiihren, hat es die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zu thun, und in diesem Sinne kann man
sie wohl eine Berechnung des ,Zufalles“ nennen.
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II. Bestimmung des Maasses der Wahrscheinlichkeit
a priori.

Um den Weg zu finden, auf welchem man fiir die wirklichen
Erfahrungsregeln die Griosse der Wahrscheinlichkeit ermitteln
kann, muss man zunidchst die Gesetze kennen, nach welchen
die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Sdtze von einander ab-
hingen, die unter sich im logischen Zusammenhange stehen.

Dabei muss man von willkiirlich gemachten Regeln aus-
gehen, fiir welche man den ganzen Bereich der allgemeinen Be-
dingung a priori iibersehen und eintheilen kann. Von Alters her
hat man zu diesem Zwecke die bei Spielen willkiihrlich herge-
stellten Bedingungen als Beispiele gebraucht, die sich in der That
ganz vortrefflich dazu eignen. Stellen wir uns z. B. eine Miinze
vor, der Einfachheit wegen denken wir sie uns als eine Ebene
ohne Dicke. Wir werfen nun die Miinze auf einen Tisch und
stellen uns den Moment vor, wo die mit einem Punkt der Kante
den Tisch beriihrende Miinze keine aufwirts gerichtete Geschwin-
digkeitscomponente mehr besitzt. Es sind jetzt unendlich viele
Stellungen der Miinze denkbar, die, soweit es uns angeht, be-
stimmt sind durch den Winkel, welchen die Schriftseite der Miinze
mit der Tischebene bildet. Dieser Winkel kann jeden denkbaren
Werth zwischen 0° und 180° haben. Offenbar wird, wenn dieser
Winkel spitz war, die schliesslich flach aufliegende Miinze das
Wappen oben zeigen, wenn er stumpf war, die Schrift. Ich kann
demnach die Sphire der allgemeinen Bedingung: ,wenn eine
Miinze auf den Tisch geworfen wird, eintheilen in unendlich viele
Einzelbedingungen, ndmlich wenn die Miinze auf den Tisch ge-
worfen wird und ihre Schriftseite einen Winkel von 10 mit der
Tischebene bildet4, ,wenn die etc. und ihre Schriftseite einen
Winkel von 20 bildet u. s. w. mit allen stetigen Zwischenwerthen.
Offenbar kann ich nun ebensoviele von vorn herein als unver-
briichlich zu erkennende Regeln bilden. ,Wenn eine Miinze auf-
geworfen wird, und die Schriftseite bildet beim Aufschlagen einen
Winkel von 1° mit der Tischebene, so wird sie schliesslich die
Wappenseite zeigen“. ,Wenn etc. — und etc. Winkel von 29,
so wird sie die Wappenseite zeigen u. s. f. ,Wenn etc. —

und ete. Winkel von 91°, so wird sie schliesslich die Schriftseite
Fick, Wahrscheinlichkeiten. 2
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zeigen®. ,Wenn etc. — und ete. Winkel von 920, so wird sie
schliesslich die Schriftseite zeigen“ u. s. w. KEs entspricht
nun jedem der unendlich vielen spitzen Winkelwerthe ein stumpfer
und es ist daher die unendliche Anzahl von Lagen der einen
Art der unendlichen Anzahl von Lagen der andern Art genau
gleich. Der hypothetische Satz, wenn ich eine Miinze aufwerfe,
so zeigt sich schliesslich die Schriftseite oben — der so schlechthin
gefasst als falsch zu bezeichnen wire — hat somit eine ganz
bestimmte Eigenschaft, ndmlich diese: unter genaun der Hilfte
derjenigen Einzelbedingungen, welche in der allgemeinen Beding-
ung eingeschlossen liegen (oder ihren Bereich ausfiillen) tritt der
im Nachsatz ausgedriickte Erfolg ein, unter genau der
andern Hidlfte dieser Kinzelbedingungen tritt er nicht ein.
Diese ganz bestimmte Eigenschaft ist es, welche man als Wahr-
scheinlichkeit 1/, bezeichnet. Man pflegt wohl auch kurz zu sagen,
es hat die Wahrscheinlichkeit 1/,, dass eine aufgeworfene Miinze
Schrift oben zeigt. Dass wir hier die Wahrscheinlichkeit genau
numerisch angeben konnen, hat seinen Grund darin, dass wir
eben die sdmmtlichen Einzelbedingungen, welche den Bereich der
allgemeinen Bedingung ausfiillen, vollstindig von vorn herein
iibersehen, was bei dem Beobachten des natiirlichen Geschehens
im Allgemeinen nicht der Fall ist.

Absichtlich habe ich ein Beispiel vorangestellt, bei welchem
die Zahl der denkbaren Einzelbedingungen unendlich gross war.
Unsere ferneren Betrachtungen will ich aber ankniipfen an das
von jeher in den Untersuchungen iiber Wahrscheinlichkeitsrech-
nung vorzugsweise beliebte Beispiel des Herausziehens von weis-
sen und schwarzen Kugeln aus einem verdeckten Gefisse, weil
dies Beispiel am bequemsten gestattet, jeden beliebigen numeri-
schen Werth der Wahrscheinlichkeit darzustellen. Es seien in
einem Gefisse 80 Kugeln enthalten. Jede fiithre zur Unterscheid-
ung von allen iibrigen eine Nummer und es seien die Kugeln
No. 1 bis No. 20 weiss, die Kugeln No. 21 bis No. 30 schwarz.
Die allgemeine Bedingung: ,Wenn aus dem Gefisse eine Kugel
gezogen wird“ umfasst hier offenbar 30 Einzelbedingungen, nimlich
19, wenn No. 1 gezogen wird 20, wenn Nr. 2 gezogen wird 3%, wenn
No. 3 ete, ete. Da 20 von diesen 30 Bedingungen den Erfolg her-
beifiihren, dass eine weisse Kugel gezogen wird, so kann ich sagen:
Die Regel ,wenn aus dem Gefisse eine Kugel gezogen wird, so
kommt eine weisse Kugel zum Vorschein, hat die Wahr-
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scheinlichkeit 2/3. Allgemein, sind in dem Gefiisse n weisse und
-m schwarze Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine weisse
n

n4+m

Ziehe ich nun aus einem solchen Gefdsse vielemale nach-
einander eine Kugel heraus, indem ich sie jedesmal, nachdem
ich sie angesehen und bemerkt habe, welche Farbe sie hat, wieder
hineinlege, so ldsst sich aus dem Verhédltnisse der weissen zu
den schwarzen Kugeln gar kein Schluss dariiber ziehen, wie viele
Male eine weisse und wie viele Male eine schwarze Kugel er-
scheinen wird. Diess versteht sich zwar ganz von selbst, aber
es diirfte kaum iiberfliissig sein, ausdriicklich hierauf aufmerksam
zu machen. Es sind ndmlich hieriiber im Volke und sogar bei
sonst denkenden Menschen vielfach die sonderbarsten Vorurtheile
tief eingewurzeit. Man ist ndmlich geneigt zu glauben, dass aus
einem Grefisse, welches viel mehr weisse als schwarze Kugeln
enthilt, bei einer grossen Anzahl von Ziigen -auch mehr weisse
als schwarze Kugeln nothwendig hervorgehen miissten. Es
ist diess allerdings, wie bekanntlich dic Rechnung lehrt, hichst
wahrscheinlich, aber nothwendig ist es durchaus nicht. Nehmen
wir ein Gefdss mit 6 Kugeln, von denen No. 1, 2, 3, 4, 5 weiss
sind, No. 6 allein schwarz. Die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze
Kugel herauszuziehen, ist offenbar !/;, das heisst aber nur, dass
unter den Kinzelbedingungen, die in dem allgemeinen ,wenn ich
eine Kugel ziehe* begriffen sind, 5 den Erfolg haben, dass eine
weisse Kugel zum Vorschein kommt und nur eine, die eine
schwarze Kugel zum Vorschein bringt. Nun ist aber doch jeder
einzelne Zug ein im nothwendigen Causalnexus stehendes Natur-
ereigniss und der Erfolg hingt davon ab, welche von den Einzel-
bedingungen (No. 1, No. 2, . . ... No. 6) dabei realisirt war.
Offenbar konnte dieser Causalnexus so beschaffen sein, dass 20mal
nacheinander die eine Bedingung realisirt wiire, welche die schwarze
Kugel zum Vorschein bringt, ndmlich dass 20mal nacheinander
die No. 6 gezogen wiirde. Es ist gut, gleich hier zu bemerken,
dass dieses Kreigniss nédmlich, dass 20mal nacheinander die
schwarze No. 6 gezogen wird, auch nicht einmal weniger wahr-
scheinlich ist als das Ereigniss, dass bei 20 aufeinander folgenden
Ziigen die Kugeln in einer ganz bestimmten Reihenfolge er-
schienien, etwa so

5,8,6,1, 45,2 3,1,6,2, 4, 3,6, 1, 3,5, 2, 1, 5.

o*

Kugel herauszuziehen =
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Gleichwohl wiirde dieses letztere Ereigniss, bei welchem 3mal
eine schwarze und 17mal eine weisse Kugel erschien, Niemanden
iiberraschen.

Um diese Behauptung, die iibrigens lidngst bewiesen ist,
klar einzusehen, miissen wir die Wahrscheinlichkeit zusammen-
gesetzter Erscheinungen nidher erértern, wo wir die Wahrschein-
lichkeit fiir die einzelne Erscheinung von vorn herein kennen.
Die mathematische Seite dieser Erorterung ist zwar in jeder
Darstellung der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu finden, aber sie
mag hier des Zusammenhanges wegen ihren Platz finden. Wir
wollen der Betrachtung den einfachsten Fall zu Grunde legen.
Das Gefdss enthalte zwei Kugeln und es sei No. 1 weiss, No. 2
schwarz. Die Wahrscheinlichkeit, weiss zu ziehen, ist demnach
= 1/,, ebenso die Wahrscheinlichkeit, schwarz zu ziehen. Es
sollen nun 5 aufeinander folgende Ziige beobachtet werden, in-
dem jedesmal nach cem Zuge sogleich die gezogene und bemerkte
Kugel wieder in das Gefiss zuriickgelegt wird. Ueber diese
5 Ziige kann ich nun offenbar folgende streng richtige Einzel-
regeln aufstellen:

1) Wenn gezogen wird 1, 1, 1, 1, 1, so erscheint 5mal eine
weisse Kugel;

2) wenn gezogen wird 1, 1, 1, 1, 2, so erscheint 4mal eine
weisse, 1mal eine schwarze Kugel;

3)wenn ... 1, 1,1, 2 1, so....4mal weiss, 1mal schw.,
4) wenn . .. 1,1, 2 1,1, so . ... 4mal weiss, 1mal schw.,
5) wenn ... 1,2 1,1, 1, so. ... 4mal weiss, 1mal schw.,
6) wenn . .. 2 1,1, 1,1, so....4mal weiss, 1mal schw.,
7) wenn ... 1,1, 1 2 2 so....3mal weiss, 2mal schw,,
8 wenn ... 1,1, 2 1,2 so....3mal weiss, 2mal schw.,
9) wenn . .. 1,2, 1, 1,2 so....3mal weiss, 2mal schw.,
10) wenn . .. 2, 1,1, 1, 2, so . ... 3mal weiss, 2mal schw.,
11) wenn . . . 1, 1,2, 2 1, so. ... 3mal weiss, 2mal schw.,
12) wenn . . . 1,2, 1, 2,1, so. ... 3mal weiss, 2mal schw.,
13) wenn . .. 2, 1,1, 2,1, so. ... 3mal weiss, 2mal schw.,,
14) wenn .. . 1,2 2 1, 1, so. ... 3mal weiss, 2mal schw.,
15) wenn . . . 2, 1,2 1,1, so. ... 3mal weiss, 2mal schw.,
16) wenn . . .2, 2 1,1, 1, so . 3mal weiss, 2mal schw.

Wenn wir das Schema weiter fortgesetzt denken, bis alle
Combinationen erschépft sind, so sieht man leicht, dass inl gan-
zen 32 Regeln aufzustellen wiren oder mit andern Worten die
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Bedingung, ,wenn ich Smal aus einem Gefidsse, das eine weisse
und eine schwarze Kugel enthilt, eine Kugel ziehe“, kann genau
in 32 Einzelbelingungen zerlegt werden, von diesen fiithrt eine
den Erfolg herbei: lauter weisse Kugeln; 5 fithren den Erfolg
herbei: 4 weisse und 1 schwarze Kugel; 10 haben den Erfolg:
3 weisse und 2 schwarze Kugeln; ebenfalls 10 haben den Erfolg
2 weisse und 3 schwarze Kugeln; 5 haben den Erfolg: 1 weisse
und 4 schwarze, und endlich fithrt wieder nur eine den Erfolg
herbei: lauter schwarze Kugeln. Es hat also die unvollstdndige
Regel oder der unvollstindige hypothetische Satz: ,wenn ich
aus einem Gefiisse mit einer weissen und einer schwarzen Kugel
Bmal ziehe, so erscheinen 3 weisse und 2 schwarze Kugeln® die
Wahrscheinlichkeit 13 oder . Dieselbe Wahrscheinlichkeit hat
es, 2 weisse und 3 schwarze Kugeln zu ziehen, wihrend die
andern Verhiiltnisse der weissen und schwarzen Ziige, ndmlich
4 weisse und 1 schwarze oder 1 weisse und 4 schwarze oder gar
lauter weisse und lauter schwarze weit geringere Wahrschein-
lichkeit haben. Man sieht also hier schon, dass die Verhédltnisse
zwischen den Zahlen der weissen und schwarzen Ziige die grisste
Wahrscheinlichkeit haben, welche dem Verhiltnisse zwischen den
weissen und schwarzen Kugeln im Gefisse (hier 1:1) am néch-
sten kommen.

Dieses Beispiel wird geniigen, den Gedankengang bei der
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit solcher zusammengesetzter
Erscheinungen iiberhaupt klar zu machen im Sinne der hier ge-
gebenen Definition des Begriffes der Wahrscheinlichkeit. Die all
gemeineren Formeln will ich nur anfiibren ohne ihre Begriindung
zu geben, die man in jeder Darstellung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung findet. Das allgemeinste Problem, wovon das vorige
Beispiel ein besonderer Fall ist, lautet offenbar so. Es sei die

‘Wahrscheinlichkeit des Ziehens einer weissen Kugel = e und
die Wahrscheinlichkeit des Ziehens einer schwarzen = f, wo
also e + f = 1 sein muss oder mit andern Worten, es seien
m weisse und n schwarze Kugeln in Gefdsse und es sei
m n
mtn - S mta &

Nun betrachte man r aufeinanderfolgende Ziige. Es soll die
‘Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass unter den r Ziigen
p mal eine weisse und r—p mal eine schwarze Kugel erscheint,
ohne Riicksicht auf die Ordnung, in welcher sich die weissen
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und schwarzen Ziige folgen. Das Maass fiir diese Wahrschein-
lichkeit ist das (r — p + 1)te Glied in der Entwickelung der
Potenz (e + f)r oder

rr—1H @ —2)....p+1

1.2"3....r—p)

Ist die Zahl r einigermaassen gross, so sind alle Glieder dieser
Entwickelung sehr klein, aber gleichwohl sind immer einige
darunter, gegen welche die iibrigen selbst wieder sehr klein
sind. Es sind das diejenigen Glieder, fiir welche das Verhilt-
niss von p:r— p von dem Verhiltnisse e : f (oder m : n) wenig
verschieden ist, und die Summe dieser Glieder ist nur wenig
von 1 verschieden, wenn man die Zahl r gehorig gross und die
Grenzen der Abweichung des Verhédltnisses p:r— p vom Ver-
héltnisse e : f nicht gar zu eng wihlt.

Man kann allgemein etwa den Satz so aussprechen, ohne
an das Beispiel des Ziehens von Kugeln zu denken. Wenn unter
einer gewissen allgemeinen Bedingung die Wahrscheinlichkeit des
Erfolges A einen gewissen Werth w hat, so kann man immer
eine Anzahl r angeben, wie viele male die Bedingung wieder-
holt werden wmuss, so dass es eine gewisse der Einheit beliebig
nahe kommende Wahrscheinlichkeit v hat, dass die Anzahl von
Malén wo der Erfolg A eintritt zu der gesammten Anzahl der
Wiederholungen ein Verhidltniss hat, das dem Verh#ltniss von
w: 1 beliebig nahe kommt. Je grosser die Wahrscheinlichkeit v
sein soll und je kleiner die Abweichung des gedachten Verhilt-
nisses von w: 1 sein soll, um so grosser muss die Anzahl r der
Wiederholungen der Bedingung sein.

Nehmen wir z. B. an, die Wahrscheinlichkeit der Regel
ywenn ein Mensch ein Jahr in London zubringt, so stirbt er im

Laufe desselben®, habe die Wahrscheinlichkeit

ep fr—p.

326
m, dann kann
ich eine Zahl r finden, welche angiebt, wie viele Male ich die
Bedingung, dass ein Mensch ein Jahr in London zubringt, reali-

sirt denken muss, um die Wahrscheinlichkeit zu haben,

999

10000
dass unter diesen Féllen die Zahl der Todesfille zur Gesammt-
zahl der gedachten Individuen in einem Verhdltniss steht, das

vy 236 . .
von dem Verhéltniss 10000 1 um weniger als - abweicht.
Ich will nur zur Erlduterung des Princips annehmen, die Rech-
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nung ergibe fiir r die Zahl 12000000, dann konnte man das Er-
gebniss auch so ausdriicken, wenn man die jeweilige Bevolkerung
von London zu 3000000 anschldgt: Im Laufe von 4 Jahren (wo
eben im Ganzen 1200000 mal ein Mensch je ein Jahr in London
zugebracht hat) kommen daselbst mit einer Wahrscheinlichkeit
C
von 1‘)5330 nicht weniger als 27840 und nicht mehr als 28300
Todestille vor. Sprechen wir dieses Resultat im Sinne unserer
Begriffshestimmung noch einmal aus. Den ganzen uniiberseh-
baren Bereich der Bedingung: ,wenn 12000000 mal ein Bewohner
1 Jahr in London zubringt* kann ich in eine Anzahl von Einzel-

1
10000 den Erfolg her-
beifiithrt, dass die Anzahl der Todesfdlle kleiner als 27840 oder

9999

10000 den Erfolg haben,
dass die Anzahl der Todesfille zwischen 27860 und 28300 liegt.
Etwas anderes sagt unser Satz nicht, namentlich sagt er nicht

— und das kann nicht eindringlich genug hervorgehoben werden —

bedingungen -abtheilen, von welchen nur

grosser als 28800 ist, und von welchen

1
16000 des gesammten
Bereiches gehorige Einzelbedingung weniger leicht
realisirbar wire, als irgend eine derjenigen, die zu

dass etwa eine von den zu jenem

den iibrigen des Bereiches gehoren. Jede der Ein-

999
10000
zelbedingungen ist gleich realisirbar zu denken und welche im
wirklichen Laufe der Begebenheiten realisirt wird, das hingt
eben vom nothwendigen Gange des Causalnexus ab.

Der Satz, dass in London in 4 Jahren mit einer Wahr-
3309(?0 zwischen 27860 und 28300 Menschen
sterben, oder der gleichbedeutende, dass fiir einen Bewohner von
London die Wahrscheinlichkeit im Laufe des Jahres zu sterben
236
10000
schaffenheit der Bewohner und iiber die hygieinischen Verhilt-
nisse des Ortes aber gar nichts iiber die Anzahl von Todesfillen,
welche in der néchsten Zeit statt haben werden.

Wer sich von den hergebrachten Vorurtheilen nicht leicht
frei machen kann, dem ist folgende Ueberlegung zu empfehlen.

scheinlichkeit von

ist, sagt lediglich etwas aus iiber die physiologische Be-
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Er stelle sich das numerirte Einwohnerverzeichniss der Stadt
fiir 4 bestimmte Jahre vor, in denen 28317 Todesfille vorge-
kommen sein mogen und er streiche die Nummern der wirklich
gestorbenen Personen in dem Verzeichniss durch. Er wiirde nun
wohl eben so lange warten miissen, bis einmal wieder ganz die-
selben Nummern im neuen Verzeichniss zu streichen wiren, als
er zu warten hitte, bis einmal in 4 Jahren gar kein Todesfall
vorkdme. Das in Wirklichkeit eingetretene Ereigniss
— um den ungenauen aber gewohnten Ausdruck zu brauchen —
hat eine genau so geringe Wahrscheinlichkeit zum
voraus, als das Ereigniss, dass einmal in 4 Jahren
gar kein Todesfall in London vorkdme. Diese iiberaus
kleine aber nicht unendlich kleine Wahrscheinlichkeit ldsst sich
numerisch bestimmen und es liesse sich auch folgendes Problem
Iosen: Wie viele Jahre miisste ich die Todesfdlle in London be-
obachten, um 100 gegen 1 oder auch 1000 gegen 1 wetten zu
konnen, dass in dieser Reihe 4 aufeinanderfolgender Jahre keine
Todesfiille vorkiimen. Die Rechnung wiirde allerdings eine Zahl
ergeben, die vielleicht in Perlschrift gedruckt von der Erde bis
zur Sonne reichte. Sicher wird die Stadt nicht eine solche An-
zahl von Jahren existiren, am allerwenigsten in ihrer jetzigen
Beschaffenheit, die wir doch, um zur Rechnung die Grundlage
zu haben, konstant voraussetzen miissen. Das dndert aber an
der Richtigkeit der Betrachtung nichts. Sie soll nur zeigen,
dass es keineswegs ein den Lauf der Natur durchbrechendes
Waunder sein wiirde, wenn einmal wirklich 4 Jahre lang in.Lon-
don kein einziger Todesfall vorkime. Wenn eben ein gewisser
Komplex von Bedingungen zusammentrifft, so wird 4 Jahre lang
kein Todesfall in London eintreten, und es ist wichtig zu be-
merken, dass das Zusammentreffen dieses Complexes von Be-
dingungen als im Bereiche der Moglichkeit liegend gedacht
werden muss. In der That dem Satze: ,wenn jemand ein Jahr
in London zubringt, so stirbt er in demselben“ einen gewissen
Grad von Wahrscheinlichkeit zuschreiben, heisst gar nichts an-
deres, als eine unendliche Anzahl von Einzelbedingungen als
moglich voraussetzen, von denen ein gewisser Theil den Tod
eines Bewohners von London herbeifiihrt, der andere Theil nicht.
Die Sache entspricht genau folgendem Schema. Ks seien in einem
Gefdsse 10000 Kugeln und davon 236 schwarz, 9764 weiss, denkt
man sich nun, es wiirde 12000000 Mal nach einander eine Kugel
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gezogen, wobel natiirlich die gezogene Kugel jedesmal wieder
eingelegt wird, so muss es im Bereiche der Mdglichkeit gedacht
werden, dass alle 12000000 Ziige weisse Kugeln zum Vorschein
bringen; denn dies als unmdglich denken, hiesse annehmen, dass
bei irgend einem Zuge eine weisse Kugel unmoglich erscheinen
kann,was den Voraussetzungen der ganzenBetrachtung
widerspricht.

Um dem weit verbreiteten Missverstdndnisse des Wesens der
‘Wahrscheinlichkeit wirksam zu begegnen, wonach gewisse indi-
viduelle Fille besonders unwahrscheinlich oder gar unmiglich
sind, will ich noch ein anderes Beispiel ausfithren. Es beobachte
jemand das Roulettspiel und in 6 aufeinander folgenden Spielen
falle die Kugel der Reihe nach auf schwarz, roth, roth, schwarz,
roth, schwarz. Vermuthlich wird sich der Beobachter hiertiber
durchaus nicht wundern, dagegen wiirde er vielleicht ganz er-
staunt sein, wenn er die Kugel 6 Mal nach einander auf roth
fallen sidhe. Gerechtfertigt wére aber die Verwunderung im
letzten Falle nicht im mindesten mehr als im ersten. Bei einer
Reihe von 6 Roulettspielen sind ndmlich, wie man leicht sieht,
64 Kombinationen gleich moglich, davon ist eine einzige die
vorhin angefiihrte s, r, 1, s, r, s eben so wie eine einzige da-
von ist r, v, r, r, r, r. Jede dieser Combinationen hat die Wahr-
scheinlichkeit 1/5, fiir sich. Ganz dasselbe gilt natiirlich von
einer beliebigen Anzahl aufeinanderfolgender Spiele und es wire
durchaus nicht erstaunlicher, 100 mal nacheinander roth fallen
zu sehen, als irgend eine individuell bestimmte Reihen-
folge von roth und schwarz, die man vielleicht soeben
wirklich beobachtet hat. Ganz anders stellt sich natiirlich die
Sache, wenn man nicht auf die individuell bestimmte Reihen-
folge achtet, sondern bloss darauf, dass etwa im Cyklus von
6 Spielen 3 mal roth und 3 mal schwarz erscheint. Dies kann
auf 20 verschiedene Arten realisirt werden und ist daher die
Wahrscheinlichkeit: drei mal roth drei mal schwarz ganz ab-
gesehen von der Reihenfolge 20/,
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III. Bestimmung des Maasses der Wahrscheinlichkeit aus der
Erfahrung. — ,,Induktion®.

Im ersten Theile ist schon hervorgehoben, dass wir bei den
hypothetischen Urtheilen iiber die wirklichen Naturvorginge nie im
Stande sind, den Bereich der Bedingung vollkommen zu iiber-
sehen und die Einzelbedingungen aufzuzihlen, welche mit dem
positiven und dem negativen Nachsatze wirklich unverbriichliche
Regeln geben. Wire ndmlich dies in irgend einer Sphére von
Naturerscheinungen moglich, so wiren iiber sie die Akten der
Erfahrung geschlossen, deren Zweck es ja eben ist, unverbriich-
liche Regeln zu suchen, welcher Zweck aber anerkanntermaassen
noch gar nirgend erreicht ist.

Die Betrachtungen des vorigen Abschnittes geben uns
die Mittel an die Hand, aus den Beobachtungen wirklicher
Erfolge Schliisse zu ziehen auf die Wahrscheinlichkeit hypothe-
tischer Sdtze, von denen das Eintreten dieser Erfolge den Nach-
satz bildet. Wir werden sehen, dass allerdings niemals der Werth
dieser Wahrscheinlichkeit mit Sicherheit aus der Beobachtung
der wirklichen Erfolge geschlossen werden kann, aber es kann
wenigstens eine Wahrscheinlichkeit angegeben werden, mit welcher
die Wahrscheinlichkeit der Regel zwischen gewissen Grenzen liegt.

Man kann jede Eintheilung einer allgemeinen Bedingung in
zwei Abtheilungen von besonderen Bedingungen, deren eine den
Erfolg A herbeifiihrt die andere nicht, auf das schon gebrauchte
Schema eines Gefdsses mit Kugeln zuriickfithren, von denen eine
gewisse Anzahl weiss, die iibrigen schwarz sind und unter dem
Erfolg A verstehen das Hervorgehen einer weissen Kugel, wenn
blindlings in das Gefidss gegriffen wird, denn hier muss wie im
allgemeinsten Falle, wo iiberhaupt die allgemeine Bedingung
(im Schema das Hineingreifen) realisirt ist, der Causalnexus
nothwendig entweder eine bésondere Bedingung der einen Art
oder eine der andern Art verwirklichen. Wir werden also wieder,
ohne der Allgemeinheit der Betrachtung Eintrag zu thun, das
Schema zu Grunde legen kionnen und zwar wird es sich um fol-
gendes Problem handeln. Es seien aus einem Gefdsse eine An-
zahl von Ziigen geschehen und es seien darunter so und so viele
weisse, so und so viele schwarze Kugeln gewesen. Es wird ge-
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fragt: welches ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Verhéltniss
der weissen zu den schwarzen Kugeln im Gefiisse, woraus gezogen
werden, den und den bestimmten Werth hat? Es ist leicht zu
sehen, dass dies Problem wirklich das allgemeinste Problem der
Erfahrung deckt. Es gelte z. B. schliesslich auszumitteln die
unverbriichlichen Regeln, wonach ein vom Typhus befallener
Mensch genest oder stirbt. Da wird es zundchst gelten auszu-
mitteln, in welchem Verhéltnisse die in der ganzen Bedingungs-
sphire ,vom Typhus befallen sein“ vorldufig sachlich noch un-
bekannten Bedingungen, welche zur Genesung und zum Tode
fiithren, enthalten sind. Angenommen, wir hétten das soeben an-
gegebene erste Problem durch Beobachtungen nach den weiter zu
erorternden Methoden gelést, d. h. wir hitten die allgemeine
Bedingungssphéire vom Typhus befallen sein in zwei unbekannte
Theile getheilt, deren Verhiiltniss aber bekannt ist. Dann wiirden
wir nach denselben Methoden das entsprechende Problem durch
weitere Beobachtungen 1sen fiir eine engere Sphire von Beding-
ungen z. 1. ;wenn ein Mensch vom Typhus befallen ist, dessen
Lebensalter 40 Jahre iibersteigt“. Da wiirden natiirlich die beiden
Theile der Sphére sich in einem andern numerischen Verhiltnisse
stehend zeigen und zuletzt wiirden wir vielleicht auf eine ein-
geengte Bedingungssphdre kommen, wie etwa z. B. ,wenn ein
tuberkuloser Mensch vom Typhus und dann von einer Lungen-
entziindung befallen wird und noch den und den Schédlichkeiten
ausgesetzt ist, in welcher gar kein Theil mehr enthalten ist,
der zur Genesung fithrt. Dann wiren wir am Ziele, wir hitten
eine unverbriichliche Regel aus Erfahrungen abgeleitet. Diesen
Gang zum letzten Ziele der Erfahrung kann man aber leicht
auf das Schema des Kugelziehens bringen. Man kann sich
ndmlich vorstellen, ein vom Typhus Befallener ziehe gleich-
sam aus einem Gefisse eine weisse Kugel, Genesung, oder eine
schwarze, den Tod, sofern eben iunerhalb der gegebenen Beding-
ungssphire der Causalnexus entweder eine von den giinstigen
oder eine von den ungiinstigen Bedingungen realisirt. Es gilt
also auszumitteln, in welchem Verhdltnisse die weissen und
schwarzen Kugeln im Gefisse enthalten sind. Wollen wir uns
zuniichst mit einer endlichen Eintheilung z. B. in 100 Abtheil-
ungen begniigen, so haben wir uns vorzustellen, dass das Gefiss
entweder 99 weisse und eine schwarze Kugel oder 98 weisse und
2 schwarze u. s. w. oder endlich 1 weisse und 99 schwarze ent-
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hilt. Es sei nun in Wirklichkeit beobachtet, dass von 600 Ty-
phuskranken 537 genesen und 63 gestorben seien, dann kénnen
wir fragen, welche Wahrscheinlichkeit hat es, dass das Gefiss,
aus welchem der vom Typhus befallene sein Loos zieht, gerade
in dem und dem bestimmten Verhidltniss weisse und schwarze
Kugeln enthidlt. Beildufig gesagt, wiirde es im vorliegenden
Falle eine der Einheit sehr nahe kommende Wahrscheinlichkeit
haben, dass das Gefdss die weissen und schwarzen Kugeln sehr
nahezu im Verhdltniss von 9:1 enthdlt. Wollen wir die bei-
spielsweise specialisirte Frage ganz unabhingig vom Schema der
Kugeln ausdriicken, so lautet sie: Wie viele von den Regeln,
die anfangen mit dem Vordersatze: ,wenn 537 Typhuskranke
genesen, 63 gestorben sind“ haben den Nachsatz: ,dann ist die
allgemeine Bedingungssphire ,vom Typhus befallen werden in
dem und dem bestimmten Verhédltnisse zwischen giinstige und
ungiinstige Bedingungen einzutheilen. Der so ausgedriickte Satz
bietet schon dem blossen grammatischen Verstindnisse einige
Schwierigkeit, noch viel schwieriger ist es, sich seinen Inhalt
ganz klar zu vergegenwirtigen. Es diirfte daher zweckmissig
sein, sich zunichst in einfachen Beispielen zurechtzufinden, bei
denen die allgemeine Bedingungssphire der durch Beobachtung
zu begriindenden Regel nur auf wenige Arten in Theilsphidren
abgetheilt werden kann. Solche Fille bietet nun die Natur
kaum dar, da immer eine unendliche Fiille von Einzelbeding-
ungen mit der allgemeinen verbunden werden kann. Ich muss
mich daher darauf beschrénken ein einfaches Beispiel zu erfinden,
das seinem Inhalte nach vielleicht ldppisch aussieht, das aber,
formell wenigstens, die gewiinschten Dienste leisten kann. Denken
wir zu diesem Zwecke daran, dass nach unseren gesellschaftlichen
Gewohnheiten Médnnergesellschaften, Frauengesellschaften und ge-
mischte Gesellschaften vorkommen, in welch letzteren die Zahl
der ménnlichen und weiblichen Individuen im Allgemeinen gleich
ist. Nehmen wir an, dies sei stets der Fall und nehmen wir
weiter an, dass auch die Médnner- und Frauengesellschaften immer
aus einer geraden Anzahl von Personen bestinden. Das Resultat
wiirde auch ohne diese etwas beschrinkte Annahme genau das-
selbe werden, nur hétte man zu seiner Entwickelung einen sehr
viel grosseren Aufwand von Worten néthig. Man kann also
sagen die Wahrscheinlichkeit, dass eine aus einer Gesellschaft
gehende Person minnliches Geschlechtes sei, ist entweder = 1
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(Gewissheit) oder = 1/, oder = O (Unmioglichkeit). In unserer
strengeren Ausdrucksweise hédtten wir dies so zu formuliren:
die Regel wenn eine Person aus einer Gesellschaft geht, so ist
dieselbe minnliches Geschlechtes, zerfdllt in einzelne unver-
briichliche Regeln entweder so, dass alle moglichen Regeln den
positiven Nachsatz haben. Dies wire der Fall der Ménner-
gesellschaft, denn da sind die méoglichen Einzelnregeln: wenn
eine Person die Gesellschaft verldsst und es ist die erste, so ist
es ein Mann; wenn eine etc. und es ist die zweite, so ist es ein
Mann u. s. w. bis zur 2 nten Person. Oder zweitens die allge-
gemeine Bedingung zerfillt genau in 2 gleiche Anzahlen von Ein-
zelbedingungen von denen die mit einem positiven die anderen
mit einem negativen Nachsatze eine unverbriichliche Regel geben.
Dies wire der Fall einer gemischten Gesellschaft. Denn hier
konnen wir, indem wir die ménnlichen Personen von 1 — n, die
weiblichen von n + 1 bis 2n zidhlen, die n unverbriichlichen Re-
geln bilden, wenn eine Person die Gesellschaft verldsst und es
ist die erste so ist es ein Mann; wenn eine Person etc. und es
ist die 2te so ist es ein Mann u. s. w. bis n dann aber die n un-
verbriichlichen Regeln: wenn eine Person ete. und es ist die
(n + 1)te, so ist es kein Mann u.s. w. bis 2n. Drittens kann
aber moglicherweise auch die gedachte allgemeine Regel in 2n
unverbriichliche Regeln zerfallen, die alle negativen Nachsatz
haben. Dies wire der Fall einer Frauengesellschaft. Man sieht
leicht, dass man in allen diesen Féllen der Eintheilung der all-
gemeinen Bedingung in 2 n Unterbedingungen ohne im mindesten
die Allgemeinheit der Betrachtung zu gefihrden, eine Eintheilung
in bloss 2 Unterbedingungen substituiren kann nimlich: wenn
eine Person etc. und es ist eine von den n ersten, und: wenn
eine Person etc. und es ist eine von den n letzten, wobei es
dann gar nicht auf die Grosse der Zahl n ankommt.

Es habe nun ein Beobachter eine médnnliche Person ans
einer (resellschaft hervorgehen sehen und er lege sich die Frage
vor, welche Wahrscheinlichkeit hat es, dass er aus einer Minner-
gesellschaft hervorging. Wollen wir die Frage auf unser Schema
von der Wahrscheinlichkeit bringen, so miissen wir sie in folgen-
der Weise formuliren: Wie kann die Bedingung ,wenn ich einen
Mann aus einer Gesellschaft gehen sehe“ specialisirt werden, so
dass in unverbriichlicher Regel der Nachsatz ,dann war er in
einer Minnergesellschaft positiv oder negativ darauf folgen
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kann. Es konnen offenbar drei und nicht mehr als drei solche
Regeln gebildet werden, ndmlich die folgenden:

10, Wenn ich einen Mann eine Gesellschaft verlassen sehe
und er war eine der n ersten Personen und die n letzten Per-
sonen waren auch Mdnner, so war er in einer Médnnergesellschaft.

20, Wenn ich einen etc. und er war eine von der n letzten
Personen, so war er in einer Ménnergesellschaft, da in einer ge-
mischten Gesellschaft die weiblichen Personen nie als die n ersten
gezihlt werden sollen.

39, Wenn ich einen etc. und er war eine von den n ersten
Personen und die n letzten waren weibliche so war er nicht in
einer Minnergesellschaft sondern in einer gemischten.

- Wir sehen also, dass der beobachtete Mann aus einer Minner-
gesellschaft kommt hat die Walrscheinlichkeit 2/, dass er aus
einer gemischten kommt hat die Wahrscheinlichkeit !/3, oder es
hat die Wahrscheinlichkeit 2/; dass die Bedingung ,wenn eine
Person diese bestimmte Gesellschaft verldsst in lauter
Einzelbedingungen zerfdllt welche das Erscheinen eines Mannes
beim Awustreten zur Folge haben.

Sehen wir aus derselben Gesellschaft nacheinander 2 Minner
hervortreten, so wiirde diese Wahrscheinlichkeit noch viel grésser
sein.

Ich will nun nicht weiter versuchen die Sache an ver-
wickelteren der Wirklichkeit entnommenen Beispielen zu erliu-
tern, denn dies wiirde ohne einen unermesslichen Aufwand von
Worten nicht moglich sein. Wir wollen uns vielmehr fiir die
weitere Entwickelung zunichst ganz an das allgemein iibliche
Schema halten, indem wir die allgemeine Bedingung einer Regel
bezeichnen als das Ziehen einer Kugel aus einem verdeckten
Gefisse, das weisse und schwarze Kugeln enthilt. Die ganze
Anzahl der Kugeln entspricht der Anzahl der als moglich ge-
dachten vollstindig ausgedriickten Bedingungen, welche als Vorder-
sitze unverbriichliche Regeln geben, so dass jede einzelne (nume-
rirt zu denkende) Kugel eine solche vollstindig ausgedriickte
Bedingung vorstellt. Endlich soll die weisse Farbe der Kugel
den affirmativen, die schwarze Farbe den negativen Charakter
des Nachsatzes in der unverbriichlichen Regel bedeuten. In der
That ldsst sich auf diese Weise jedes Verhidltniss der Eintheilung
einer allgemeinen Bedingung in einzelne niher bestimmte vor-
stellen, welche unverbriichlichen Regeln zu Vordersdtzen dienen.
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Die Regeln lauten dann allemal so: Wenn eine Kugel aus dem
Gefiisse gezogen wird und es ist die m' so erscheint eine weisse
Kugel; wenn aus dem Gefdss eine Kugel etc., und es ist die n'e
so erscheint eine schwarze Kugel u. s. w. je nachdem angenom-
menen Verhiiltnisse der weissen und schwarzen Kugeln.

Wir wollen uns ein ganz einfaches Beispiel nach diesem
Schema anschaulich vorstellen. Es seien zwei Ziige aus einem
unbekannten Gefidsse geschehen und die beiden Kugeln seien
weiss gewesen. Nun sei aber das wenigstens bekannt, dass in
dem Gefdsse iiberhaupt nur 3 Kugeln vorhanden sind. Da wir
wie bei der wirklichen Erfahrung annehmen wollen, dass von
vornherein gar kein Grund vorhanden ist, dem einen oder dem
Andern Werthe des Verhéltnisses zwischen den weissen und den
schwarzen Kugeln den Vorzug zu geben, so kann das Gefiss
nur 3erlel Beschaffenheit haben oder mit andern Worten nur
eines von dreien sein ndmlich eines welches 3 weisse, eines, wel-
ches 2 weisse und eine schwarze oder eines, welches 1 weisse
und 2 schwarze Kugeln enthilt. Damit dieser Umstand bei der
Abzidhlung der Félle richtig zur Geltung kommt, muss man an-
nehmen dass die weissen und schwarzen Kugeln in jedem Ver-
hidltniss auch nur in einer Anordnung vorkommen. Wollte
man z. B. im Gegensatze hierzu ein Gefdss in welchem die 2
ersten Kugeln weiss, die dritte schwarz ist von einem unter-
scheiden, in welcher die erste und dritte weiss die zweite schwarz
ist, dann hitte man ja mehrere Gefdsse mit demselben Verhilt-
nisse vorausgesetzt. Man wird daher am einfachsten die Kugeln
jedes Gefdsses mit den fortlaufenden Buchstaben des Alphabetes
bezeichnet denken und annehmen, dass stets in alphabetischer
Ordnung die ersten Kugeln weiss, die letzten schwarz wéiren.
In unserem Falle miisste man also annehmen wenn 1 weisse und
zwei schwarze Kugeln in dem Gefiisse sind, so ist die Kugel a
weiss, b und ¢ schwarz, denn wenn ich annehmen wollte, dass
ebenso gut a schwarz, b weiss und ¢ schwarz sein konnte, so
hiesse das bei der Aufzihlung der Félle ebensoviel als annehmen
dass zwei verschiedne Gefisse mit einer weissen und zwel
schwarzen Kugeln da sein kénnten.

Unter den gemachten Annahmen kann ich nun offenbar 14
Regeln bilden, die anfangen ,wenn zwei weisse Kugeln gezogen
sind“ ndmlich folgende:
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1) Wenn aa gezogen ist und b und ¢ sind weiss so enthielt
das Gefdss 3 weisse Kugeln.
2) Wenn aa etc. und b ist weiss ¢ schwarz dann enthélt etc.

2 weisse, 1 schwarze.

3) Wenn aa etc. und b und ¢ ist schwarz dann ete. 1 weisse

2 schwarze.

4) Wenn a b etc. und c ist weiss dann ete. 3 weisse.
5) Wenn a b etc. und ¢ ist schwarz dann ete. 2 weisse und

1 schwarze,

6) Wenn a ¢ etc dann sind 3 weisse.

7) Wenn b a ete. und c ist weiss dann sind 3 weisse im Geféss.

8) Wenn b a ete. und ¢ ist schwarz dann sind 2 weisse
1 schwarze.

9) Wenn bb etec. und ¢ weiss dann sind 3 weisse.

10) Wenn bb ete. und ¢ schwarz dann 2 weiss und 1 schwarz.

11) Wenn b ¢ etc. dann 3 weisse.

12) Wenn c a dann 3 weisse.

13) Wenn ¢ b ete. dann 3 weisse.

14) Wenn cc etc. dann 3 weisse.

Die allgemeine Bedingung: Wenn 2 weisse Kugeln hervor-
gehen aus einem Gefisse mit 3 Kugeln die entweder alle 3 weiss,
oder von denen 2 weiss und 1 schwarz, oder von denen 1 weiss
2 schwarz sind, kann also in 14 Specialbedingungen zerlegt.
werden von denen 9 zur Folge haben, dass aus einem Gefisse
mit 3 weissen Kugeln gezogen werde; 4 dass aus einem Gefisse
mit 2 weissen und einer schwarzen; 1 dass aus einem Gefisse
mit 1 weissen und 2 schwarzen gezogen wurde. Oder man kann
das Ergebniss auch so ausdriicken: Wenn aus einem Gefiiss mit
3 Kugeln 2 weisse nacheinander gezogen sind, dann hat es die

Wahrscheinlichkeit dass fiir fernere Ziige aus demselben Ge-

9
14’
fisse die Wahrscheinlichkeit eine weisse zu ziehen == 1 ist, es

hat die Wahrscheinlichkeit 11%4— dass fiir fernere Ziige die Wahr-

scheinlichkeit weiss zu ziehen == % ist und es hat die Wahr-

scheinlichkeit —114 dass fiir fernere Ziige die Wahrscheinlichkeit.

. . 1.
weiss zu ziehen = _- ist.

3
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Den hier an einem Beispiel im Sinne unserer Auffassung
durchgetiihrten Gedankengang hat man schon ldngst ganz allge-
mein mathematisch formulirt und ist zu einem Lehrsatze ge-
kommen, auf dessen mehr oder weniger bewusste Anwendung die
ganze Technik der Erfahrung eigentlich hinauslduft. Wir wollen
diesen Lehrsatz jetzt auch im Sinne unserer Auffassung des
Wahrscheinlichkeitsbegriffes ausdriicken. Es sei eine allgemeine
Bedingung B in verschiedener Weise eintheilbar gedacht, nimlich
entweder so, dass kein Theil ihres Bereiches den Erfolg A her-

beitiithrt oder so, dass %tel oder so, dass %tel etc. ihres Bereiches

den Erfolg A herbeifithrt. Es sei nun rmal die allgemeine Be-
dingung B erfiillt gewesen und der Erfolg A sei m mal wirklich
eingetreten n (= r—m) mal ausgeblieben, dann ist die Wahr-

scheinlichkeit, dass % des ganzen Bereiches der Bedingung B den
Erfolg sicher herbeifithren gleich einem Bruche dessen Zihler
gleich ist der Wahrscheinlichkeit, dass unter der Annahme, %

des Bereiches der Bedingung fiithrten den Erfolg A herbei, bei r
maliger Realisirung der allgemeinen Bedingung m mal der Erfolg
eintritt und n malausbleibt. Der Nenner des fraglichen Bruches ist

die Summe der simmtlichen entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
unter den s@mmtlichen moglichen Annahmen dass %, %, % ete.
des Bereiches der Bedingung den Erfolg A herbeifiihren.

Bei der Exforschung wirklicher Naturvorginge wird man selbst-
verstdndlich in der Regel anzunehmen haben, dass die Eintheilung
des Bereiches der allgemeinen Bedingung auf unendlich viele
stetig aufeinander folgende Arten gemacht werden kinne, es wird
daher der soeben beschriebene Bruch stets unendlich klein sein,
da sein Zihler endlich sein muss, sein Nenner aber eine Summe
aus unendlich vielen endlichen Summanden ist. Man kann also
nicht daran denken, die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten
numerisch gegebenen Eintheilung der Bedingungssphidre oder
eines bestimmten Werthes der Wahrscheinlichkeit des Satzes
wenn B ist so ist A aus einer Reihe von Beobachtungen zu be-
rechnen. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung giebt aber Ndherungs-
methoden nach welchen sich aus einer Reihe von sehr vielen

Beobachtungen iiber das Eintreten und Nichteintreten des Ereig-
Fick, Wahrseheinlichkeiten. 3
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nisses A unter der allgemeinen Bedingung B berechnen lédsst,
welche Wahrscheinlichkeit es hat, dass die Wahrscheinlichkeit
des Satzes ,wenn B ist so ist A“ zwischen gewissen willkiihrlich
zu wihlende Grenzen liegt. Es ldsst sich insbesondere zeigen,
dass die Wahrscheinlichkeit des Satzes wenn B ist so ist A
mit einer der Einheit sehr nahe kommenden Wahrscheinlich-
keit zwischen zwei sehr nahe beieinander liegende Grenzen
fallt, zwischen welcher derjenige Bruch in der Mitte liegt,
dessen Nenner die Gesammtzahl der Beobachtungen und dessen
Zéhler die Anzahl von Féllen ist, in welchen der Erfolg A ein-
trat. Sind z. B. 1000 Typhusfidlle beobachtet, von welchen 145
todtlich ausgingen, so ist mit einer an Gewissheit grenzenden
‘Wahrscheinlichkeit anzunehmen, dass die Wahrscheinlichkeit, am

Typhus zu sterben nicht grosser als »1%)00—0 und nicht kleiner als
130

1000
scheinlichkeit, dass die fragliche Wahrscheinlichkeit zwischen
ihnen liegt, ganz beliebig nahe an die Einheit bringen z. B. dass
9999
10900
fiir ein Surrogat der Wahrheit gelten, dann hat man zwar noch
nicht einen hypothetischen Satz von ausnahmsloser Giiltigkeit
errungen, aber man hat dann wenigstens aus der Erfahrung etwas
Bestimmtes iiber die Eintheilung einer Bedingungssphire ab-
geleitet.

Man hiite sich indessen in den vulgdren Irrthum zu ver-
fallen als miisste nun in einer ferneren Beobachtungsreihe die
Anzahl von malen, wo das Ereigniss A beobachtet wird, dividirt
durch die Gesammtzahl der Fille nothwendig zwischen die frag-
lichen Grenzen fallen. Dies ist keineswegs nothwendig, wenn
man auch annimmt, dass die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A wirklich und nicht bloss sehr wahrscheinlich zwischen den
fraglichen Grenzen liegt. Dies wurde schon im zweiten Ab-
schnitte S. 23 hervorgehoben. Es diirfte nicht iiberfliissig sein,
die Sache noch einmal von dem jetzt gewonnenen Standpunkte
aus zu beleuchten. Halten wir uns dabei an das soeben gebrauchte
Beispiel. Wenn ich nach Beobachtung von 1000 Typhusfillen
worunter 145 mit todtlichem Ausgange waren, auch wirklich an-
nehme, dass die Wahrscheinlichkeit am Typhus zu sterben

ist. Bei gehtriger Wahl der Grenzen kann man die Wahr-

sie = wird. Lisst man eine solche Wahrscheinlichkeit
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zwischen Il()?)T% und 110%;)% liegt (was wie schon gesagt nur mit
einer der 1 sehr nahe liegenden Wahrscheinlichkeit gefolgert
werden kann) — wenn ich, sage ich -— dies auch als gewiss an-
nehme, so darf ich dann keineswegs mit absoluter Sicherheit er-
warten, dass von den néchsten 1000 Typhusfillen, die ich beobachte,
nicht weniger als 130 und nicht mehr als 160 sterben werden.
Ich muss vielmehr gleichwohl gewirtigen, dass etwa bei der
néchsten Reihe von 1000 Beobachtungen gar kein Todesfall vor-
kommt — freilich wiirde die Wahrscheinlichkeit eines solchen
Ereignisses von O nur ausserordentlich wenig verschieden sein.
Der als gewiss angenommene Satz, dass die Wahrscheinlichkeit
1%3(% und 1}(%.() liegt, sagt eben
nur etwas iiber die Natur der Krankheit aus, und gerade
hierin wiirde seine wissenschaftliche Bedeutung liegen. Keines-
wegs aber lehrt er etwas iiber das Verhédltniss von Todesfdllen
und Grenesungen bei kiinftigen Typhuserkrankungen, welchesno th-
wendig statt finden miisste. Dies hingt davon ab, welche
Einzelbedingungen in den kiinftigen Fillen der Ablauf des Causal-
nexus realisiren wird.

Es kann gar nicht genug gewarnt werden vor dem eben soweit
verbreiteten als griindlichen Missverstédndnisse des ganzen Principes
der Wahrscheinlichkeit, dass das sogenannte ,Gesetz der grossen
Zahlen* irgend eine Analogie mit einem wirklichen Naturgesetze
habe. Unter einem solchen kann nur verstanden werden eine in
einem hypothetischen Satz ganz vollstindig ausgedriickte und
als absolut unverbriichlich gedachte Regel. Das bezeichnete Ge-
setz der grossen Zahlen, das bekanntlich dem grossen Mathema-
tiker Jacob Bernoulli 20 jihriges Nachdenken gekostet hat, ist
schon der Form seiner Aussage nach nichts weniger als ein Natur-
gesetz, denn es sagt nichts aus iiber den nothwendigen Zusammen-
hang von Erscheinungen, sondern iiber den Zusammenhang von
Wahrscheinlichkeiten. Eslautet ndmlich folgendermassen:
Wenn man annimmt, dass die Wahrscheinlichkeit des Satzes

9 st
p

sei es dass man diese Wahrscheinlichkeit a priori kennt, sei es
dass man sie auf Grund friiherer Beobachtung vermuthet und

die Bedingung wird r male realisirt. so nihert sich die Wahr-
3*

am Typhus zu sterben, zwischen

yunter der Bedingung B tritt der Erfolg A ein“ gleich
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scheinlichkeit, dass die Anzahl der Fille, wo der Erfolg A
eintritt, zur ganzen Anzahl r in einem Verhéltnisse zwischen den

Grenzen % — d und i()l -+ d steht (wo d eine sehr kleine Grosse

bedeutet) dem Werthe 1 um so mehr je grosser die Anzahl r
der gesammten Fille ist. Das Gesetz sagt also keineswegs etwa
aus, dass bei der nichsten Beobachtungsreihe von r Fillen die
Anzahl derer wo der Erfolg A eintritt zur Gesammtzahl r in

einem zwischen % — d und % ~+d liegenden Verhidltnisse stehen

miisse. Dies sagt das ,Gesetz der grossen Zahlen“ auch dann
nicht aus, wenn man der Zahl r einen iiber alles menschliche
Maass hinaus gehenden Werth beilegt. Mit Ereignissen, seien
es nun einfache oder sei schon in ihrer urspriinglichen Vorstell-
ung eine Vielheit von Fillen mit Bewusstsein unterschieden —
mit Ereignissen hat die Wahrscheinlichkeit gar nichts
zu schaffen.

Als Beispiel der Anwendung des Bernoullischen Gesetzes
der grossen Zahlen will ich noch einen vielbesprochenen Satz
der Naturwissenschaft anfiihren, dessen wahre Tragweite, wie
mir scheint, selbst von Naturforschern falsch beurtheilt wird.
Es ist der Satz, dass Wéarme nicht von selbst aus einem kilteren
in einen wirmeren Korper iibergehen kann. Beschridnken wir
uns der Einfachheit wegen auf den gasformigen Aggregatzustand,
in welchem man sich die Molekule frei umherfliegend vorstellt
bis sie an einander oder an die Winde anstossen und dann nach
den Gesetzen des elastischen Stosses zurtickprallen. Es ist nun
leicht zu sehen, dass beim Zusammenstosse von 2 elastischen
Kugeln von den moglichen Bedingungen weit mehr den Erfolg
herbeifithren, dass die schneller bewegte der langsamer bewegten
Energie mittheilt, als den umgekehrten, es giebt aber auch Be-
dingungen, unter denen dieser letztere eintritt. Wenn man also
ungeheuer viele Zusammenstdsse in jeder Sekunde annimmt, so
ist nach dem Gesetze der grossen Zahlen eine grosse Wahr-
scheinlichkeit gegeben, dass sich die Energie in dem Raume, in
welchem diese Zusammenstisse statt finden also z B. in einer
Gasmasse nach einiger Zeit gleichméssig vertheilt und dass sich
diese gleichmissige Vertheilung dann von selbst nicht mehr dndert.
Es hat die Erhaltung des Zustandes aber eben doch nur eine gewisse
Wahrscheinlichkeit und keineswegs die Gewissheit. Der Satz, dass
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in einer iiberall gleichmissig warmen Gasmasse keine Temperatur-
differenz von selbst entstehe, ldsst sich an Sicherheit gar nicht
vergleichen mit manchen andern Sdtzen der Physik, geschweige
denn mit a priori gewissen Sitzen der Erkenntnisstheorie und
Mathematik. Wir diirften uns gar nicht wundern, wenn wir in
einer gleichmissig warmen Stube plotzlich ein auf dem Tische
liegendes Stiick Papier in Flammen aufgehen sdhen, denn der
Causalnexus konnte ganz wohl solche Bedingungen des Zusammen-
stosses der Luftmolekule verwirklichen, dass die an das Papier
anprallenden zum grossen Theil mit so grosser Geschwindigkeit
eintridfen, dass sie es zur Entziindungstemperatur erhitzten. Die
Moglichkeit dieses ganz besonderen Zusammentreffens von Be-
dingungen ist ganz entschieden in den Voraussetzungen enthal-
ten, welche bei der Deduktion des Satzes aus den Principien der
Wahescheinlichkeitsrechnung gemacht sind.

Das vorhin beschriebene Verfahren, aus einer Reihe von Be-
obachtungen die Wahrscheinlichkeit eines hypothetischen Satzes
zu folgern, wobei jedoch wohl zu beachten ist, dass der Folgerung
selbst immer nur ein bestimmter Grad von Wahrscheinlichkeit
nicht Gewissheit zukommt — dieses Verfahren ist, wie schon
mehrfach erwdhnt wurde, die ganze Technik aller Erfahrungs-
wissenschaft, oder die ,Induktion® Ein neues erkenntniss-
theoretisches Moment tritt in das Verfahren der Induktion an
sich nie ein, wenn auch bei Stellung der Fragen andere erkennt-
nisstheoretische Momente, namentlich die Kategorie der Wechsel-
wirkung eine wesentliche Rolle spielen. Der Fortschritt der
Erfahrungswissenschaften nach ihrem Ziele der Aufstellung von
unverbriichlichen Regeln oder von Regeln, denen die Wahr-
scheinlichkeit 1 zukommt, besteht immer nur in wiederholter
Anwendung des beschriebenen Verfahrens, indem man nur die
allgemeine Bedingung immer neu formulirt. In den Naturwissen-
schaften schligt man dabei je nach Bediirfniss zwei verschiedene
Wege ein. Man schreitet ndmlich entweder zu immer verwickel-
teren oder zu immer einfacheren Bedingungen fort. Wollte man
z. B. die Mittel zur Heilung des Typhus erforschen, so wiirde
man nachdem, die Wahrscheinlichkeit, an dieser Krankheit im
Allgemeinen zu sterben, ermittelt ist, Beobachtungsreihen an-
stellen, in denen die eintretende Bedingung nicht im Befallen-
sein vom Typhus tiberhaupt besteht, sondern im Befallensein
und einer bestimmten Behandlungsweise — sagen wir mit kaltem
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Wasser. Jetzt wiirden vielleicht statt 145 von 1000 nur 80 sterben.
Dann wiirde man vielleicht eine Beobachtungsreihe auszufiihren
haben, worin Typhtse von gewisser Korperbeschaffenheit unter der
gewiihlten Behandlungsweise als Objekte dienten. So kinnte man
moglicherweise schliesslich zu einer unverbriichlichen Regel
des Inhaltes kommen: , Wenn ein Mensch von der und der Korper-
beschaffenheit vom Typhus befallen und so und so behandelt
wird, so genest er“. Der andere Weg besteht darin, dass man
umgekehrt die Bedingungen vereinfacht, indem man aus den roh
dargebotenen Erscheinungen einzelne Momente herausgreift, die
in vielen rohen Beobachtungen gleichartig vorkommen konnen.
Dies ist der Weg, auf welchem sich aus dem Chaos der rohen
Naturbeobachtung die eigentliche ernsthafte Naturwissenschaft
die Physik mit Einschluss der Chemie entwickelt hat. In der
That werden ja die anderen sogenannten Naturwissenschaften,
wie Physiologie der Thiere und Pflanzen, Meteorologie, Minera-
logie etc. den Namen von Wissenschaften erst dann verdienen,
wenn sie nichts anderes mehr sind als Anwendungen physi-
kalischer Gesetze auf besondere Kreise von Erscheinungen.

Es ist hier nicht der Ort, dem historischen Entwickelungs-
gange der Naturwissenschaft ins Finzelne zu folgen. Ich will
nur noch darauf aufmerksam machen, dass der heutigen hoch
entwickelten insbesondere der experimentellen Naturwissenschaft
kein neues, geheimnissvolles, erkenntnisstheoretisches Princip zu
Grunde liegt, neben dem vorhin als ,Induktion“ geschilderten
Principe der Wahrscheinlichkeit. In dieser Beziehung scheint
sich der gefeierte Verfasser des ,Systemes der deduktiven und
induktiven Logik“ J. Sz. Mill in einem vollstindigen Irrthum be-
funden zu haben. Am Schlusse des Capitels ,vom Grunde der
Induktion“ bricht er in die erstaunte Frage aus: ,warum ist in
manchen Fillen ein einziges Beispiel zu einer vollstdndigen In-
duktion hinreichend, wihrend in anderen Féllen Myriaden iiberein-
stimmender Félle, ohne eine einzige bekannte oder nur ver-
muthete Ausnahme, einen so kleinen Schritt zur Feststellung
eines allgemeinen Urtheiles thun? Wer diese Frage beantworten
kann, versteht mehr von der Philosophie der Logik, als der erste
Weise des Alterthumes; er hdtte das grosse Problem der In-
duktion geldst“.

Mills Erstaunen bezieht sich offenbar auf die Zuversicht,
mit welcher der Physiker auf Grund eines wohlgelungenen Ver-
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suches eine allgemeiue Regel ausspricht. Dies scheint ihm den
Regeln der Induktion zu widersprechen, welche er in seinem
Werke mit grosser Ausfiihrlichkeit entwickelt und die im Grunde
genommen alle in der einen weiter oben entwickelten Regel ent-
halten sind, nach welcher die Wahrscheinlichkeit eines hypothe-
tischen Urtheils aus einer Reihe von Beobachtungen zu folgern ist.

Es ist nun in der That gar nichts Erstaunliches und dem
allgemeinen Principe der Wahrscheinlichkeit Widersprechendes
daran, dass man oft aus einem Versuche oder einer Beobachtung
einen ganz allgemeinen Satz folgert, Erstens giebt es Fille,
wo auch beziiglich hoch komplicirter Erscheinungen durch eine
Beobachtung eine Frage vollstindig entschieden ist; es kommt
eben nur auf die Stellung der Frage an. Alle Fragen dieser
Art lassen sich auf das Schema reduciren: Sind in dem Gefisse,
aus welchem ich eine Kugel zu ziehen im Begriffe bin, tiberhaupt
weisse Kugeln enthalten? Bringt nun der erste Zug, den ich
wirklich thue, eine weisse Kugel zum Vorschein, so hat eine
Beobachtung die Frage entschieden. Ist die erste gezogene Kugel
schwarz, dann freilich bleibt die Frage noch wunentschieden.
Solche Félle kommen in der Naturwissenschaft in Wirklichkeit
vor. Man hat sich z. B. die Frage gestellt, kann im mensch-
lichen Kbérper durch Verbrennung stickstofffreier Verbindungen
Muskelarbeit geleistet werden. Diese Frage ist durch eine ein-
zige Beobachtung entschieden, in welcher sich gezeigt hat, dass
im menschlichen Korper mehr Muskelarbeit geleistet worden ist,
als dem mechanischen Aequivalente der Verbrennungswirme der
wihrend der Zeit verbrannten stickstoffhaltigen Verbindungen
entspricht. Bei der Entscheidung der Frage sind allerdings
manche andere Sitze als absolut sicher vorausgesetzt und die
Folgerung hat keine grossere Sicherheit als diese, aber eine
Wiederholung der Beobachtung — und darauf kommt es in die-
sem Zusammenhange allein an — wiirde die Sicherheit der Fol-
gerung nicht vermehren, sofern schon jene eine Beobachtung als
fehlerfrei angenommen wird.

Es ist mit Bestimmtheit anzunehmen, dass Mill sofort zu-
gegeben haben wiirde, dass in Féllen der besonderen sceben be-
schriebenen Art, seine Verwunderung nicht am Platze ist. Es
ist aber leicht zu zeigen, dass auch in den Féllen, welche Mill
vor Augen hatte, als er seine Verwunderung dusserte, kein Wider-
spruch gegen das hier auf seinen kiirzesten Ausdruck gebrachte
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Princip der Induktion darin liegt, wenn aus einigen wenigen
guten Beobachtungen eine als unverbriichlich geltende Regel
gefolgert wird. Wir kdnnen die Betrachtung an das Beispiel
ankniipfen, an welches Mill selbst seine Bemerkung angekniipft
hat. Er sagt: ,Wenn ein Chemiker die Existenz und die Eigen-
schaften einer neuentdeckten Substanz ankiindigt, und wir seiner
Genauigkeit vertrauen, so sind wir iiberzeugt, dass die Schliisse,
zu denen er gelangt ist, allgemein bestehen werden, obgleich die
Induktion nur auf einige Beispiele gegriindet ist. Wir halten
unsere Zustimmung nicht zuriick, indem wir auf eine Wider-
holung des Experimentes warten, oder wenn wir dies thun, so
geschieht es wegen eines Zweifels, dass ein Experiment gehorig
angestellt worden, nicht, ob es beweisend ist, im Falle es richtig
angestellt wurde. Hier ist also ein aus einem einzigen Beispiele
ohne Anstoss gefolgertes allgemeines Naturgesetz ein allgemeines
Urtheil aus einem besonderen. Wir wollen nun einen andern
Fall diesem gegeniiberstellen. Alle Fille, welche seit dem An-
fange der Welt zur Stiitze der Behauptung ,alle Kréhen - sind
schwarz“ beobachtet worden sind, wiirden nicht als eine hin-
reichende Prdsumtion von der Wahrheit dieser Behauptung er-
achtet werden, um das Zeugniss eines einzigen unverwerflichen
Zeugen aufzuheben, der versichern konnte, dass in einer mnoch
nicht génzlich durchforschten Gegend der Erde er eine Krihe
gefangen und untersucht, und dass er gefunden habe, sie sei
grau.“

Hier schliesst sich die weiter oben schon citirte Aeusserung
des Erstaunens an. Ich finde weiter nichts erstaunlich, als dass
einem so scharfsinnigen Mann, wie Mill, der erstaunliche Unter-
schied in der erkenntnisstheoretischen Dignitdt der beiden von
ihm angefiihrten Beispiele hat entgehen konnen. In der That
bringen wir seinen Satz ,alle Krihen sind schwarz¢ auf das
Schema eines hypothetischen Urtheiles, so dass wir seine Wahr-
scheinlichkeit erdrtern kionnen. Er wiirde etwa so lauten: Wenn
zwei Vigel von der und der Beschaffenheit (Krdhen genannt) ein
lebensfdhiges Junges erzeugen, so sind dessen Federn schwarz.
In dieser Aussage ist nun offenbar die Rede von einer ganzen
Kette von Ereignissen, die eine lange Zeit in Anspruch nehmen,
in deren Ablauf unzidhlige materielle Theilchen der verschieden-
sten Art eingehen, und unzdhlige Einflisse eingreifen. Die Be-
dingung dieses Satzes kann, wie man leicht sieht. in unendlich



41

viele Unterbedingungen zerlegt werden, da es sich nimlich um
eine unendlich verwickelte Wahrnehmung handelt. Z. B. wenn
zwei Vogel ete. und sie haben dies oder jenes Futter gefressen,
oder wenn 2 Viogel etc. und sie haben in dem oder jenem Klima
gelebt ete. Unziéhlige Wahrnehmungen #hnlicher Art haben uns
belehrt, dass diese Nebenbedingungen der Zeugung auf die Be-
schaffenheit des Gefieders des Erzeugten von Einfluss sind. Wir
kénnen also keineswegs darauf rechnen, dass alle die Regeln,
welche durch Specification der allgemeinen Bedingung gebildet
werden konnen, unverbriichlich mit dem Nachsatze schliessen
miissen ,so0 sind die Federn des Erzeugten schwarz“ Da ist ganz
begreiflich, dass man selbst nach sehr vielen Beobachtungen noch
nicht mit Sicherheit auf die Unverbriichlichkeit der allgemeinen
Regel zdhlt, weil man nicht mit Sicherheit erwarten kann, dass in
diesen Beobachtungen alle die moglichen einzelnen uns véllig un-
bekannten Bedingungskomplexe einmal verwirklicht gewesen sind.

Ganz anders liegt die Sache in dem andern Beispiele Mill's.
Malen wir es etwas ndher aus. Ein Chemiker mag angegeben
haben, dass er zwei wohl charakterisirte Substanzen gemischt hat
und dass der entstehende Korper bei der und der Temperatur
das und das specifische Gewicht hat. Die einzeine Wahrnehmung

kann hier etwa so beschrieben werden %1 Kilogramm eines Stoffes A

ist gemischt mit n_;_m Kilogramm eines Stoffes B, es ist ein

Kilogramm eines neuen Stoffes C entstanden und dieses nahm
bei der Temperatur des gefrierenden Wassers v Kubikmillimeter
Raum ein. Ist diese Wahrnehmung 1 oder 2 mal gemacht wor-
den, so hidlt man sich fiir berechtigt, die Regel als unverbriich-

lich auszusprechen: Wenn % Kilo vom Stoffe A mit n——-n—n—l Kilo

des Stoffes B gemischt werden, so nimmt das Kilo der ent-
stehenden Verbindung C den Raum von v Kubikmillimetern ein.
Hier handelt es sich eben um ein verhdltnissmissig sehr ein-
faches Ereigniss, das in ganz kurzer Zeit so zu sagen momentan
verlduft und in welches lauter gleichartige materielle Theilchen
eingehen. Tausende von &hnlichen Erfahrungen haben uns schon
belehrt, dass es auf Ereignisse solcher Art keinen Einfluss hat
ob die eingehenden Stoffe vorher in diesem oder jenem Klima
gewesen sind, ob sie mit diesem oder jenem anderen Korper in
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Beriihrung gewesen sind u. s. £ Man kann also die Bedingung
nicht wie in jenem anderen Falle durch tausenderlei Nebenbe-
dingungen specialisiren und wird den Erfolg der einen Beobachtung
verallgemeinern lediglich auf dem Standpunkte der Induktion
oder, was dasselbe sagt, auf dem Standpunkte der Wahrschein-
lichkeitslehre stehend — nicht aus geheimnissvollen andern Griin-
den, wie Mill zu vermuthen scheint.

Es besteht eben darin der Fortschritt der Naturwissenschaft,
dass man die verwickelten Erscheinungen zergliedert und Regeln
oder Gesetze aufsucht, welche sich auf einfache Ereignisse be-
ziehen, aus denen sich die verwickelteren in der Natur groblich
beobachteten zusammensetzen. Am weitesten kommt man natiir-
lich dann, wenn sich die Gesetze auf Ereignisse beziehen, die
sich an einem einzelnen materiellen Theilchen abspielen, oder
wenigstens — da das einzelne Theilchen nicht Gegenstand sinn-
licher Wahrnehmung ist — an einem Aggregat von lauter
gleichartigen Theilchen. Wir kinnen kurz sagen, der Fort-
schritt der Naturwissenschaft ist dadurch bedingt, dass man von
der rohen Naturbeobachtung zur physikalischen und chemischen
oder um es in einem Worte zusammenzufassen, zur mechani-
schen Betrachtung iibergeht. Es wiire ein Missverstiindniss, wenn
man etwa annehmen wollte, die mechanische oder physikalisch-
chemische Naturbetrachtung unterscheide sich von der blossen
Naturbeobachtung durch dieObjekte, indem sich etwa jene
auf die unorganischen, diese auf die organischen Kérper bezoge.
Im Gegentheil, beide Forschungsarten konnen auf alle Arten von
Naturk6rpern und Naturerscheinungen angewandt werden. Die
eine, die blosse unmittelbare Naturbeobachtung fiihrt nur durch
enorme Vervielfdltigung zu Regeln von grosser Wahrscheinlichkeit,
mogen die Objekte organische oder unorganische sein. So sind
z. B. die Regeln der Geologie und Meteorologie, obwohl sie sich auf
unorganisches Greschehen beziehen, im Allgemeinen nicht sicherer
als die der Zoologie und Botanik. Andererseits sind Sitze, die
einfache Ereignisse zum Ausdrucke bringen, auf Grund weniger
Wahrnehmungen ebenso sicher, wenn es sich um organische
Koérper handelt — man denke z. B. an den Gang eines Licht-
strahles durch das Auge — als wenn die Wahrnehmungen an
unorganischen Korpern gemacht sind.

Man kann das Gesagte auch noch anders ausdriicken. Der
Fortschritt der Naturbeobachtung zur Naturwissenschaft oder
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Mechanik besteht in der Bildung immer einfacherer und allgemeiner
Begriffe, welche den in kategorischer Form ausgesprochenen Erfahr-
ungsurtheilen alsSubjekte und Pradikate dienen. So lange man bei
hichst complicirten Vorstellungen stehen bleibt wie z. B. Pferd,
Fledermaus, vulkanische Eruption, Wolke, Abendroth etc. kommt
man nicht leicht ohne die Zahl der Beobachtungen ins Ungemessene
zu vervielfiltigen, zu Sitzen von grosser (der Einheit nahe liegen-
den) Wahrscheinlichkeit. Dies ist erst dann méglich, wenn man als
Subjekte und Pridikate Begriffe von griosserer Einfachheit ver-
wendet wie z. B. Stoff (homogene chemische Verbindung), Spann-
kraft eines Grases, Temperatur, Lichtstrahl etc. Jeder solche Be-
griff ldsst sich aus unzéhligen den verschiedensten Beobachtungs-
gebieten angehdrigen Wahrnehmungen aussondern oder ,abstra-
hiren.“ So leuchtet z. B. sofort ein, dass ein Satz wie: Ein
Frosch macht auf einen elektrischen Schlag den und den Sprung
aus wenigen Beobachtungen nicht mit demselben Grade der
Wahrscheinlichkeit gefolgert werden kann wie der Satz: ein
Muskelbiindel macht auf einen elektrischen Schlag die und die
Zuckung. Mit dem Uebergang von einer Aussage iiber einen
Frosch zu einer Aussage iiber ein Muskelbiindel hat man aber
eben einen IFortschritt auf dem Wege von der rohen Natur-
beobachtung zur mechanischen Naturforschung gemacht.

Neben der Vereinfachung und Verallgemeinerung der Begriffe
ist der Haupthebel der Naturforschung, das Experiment, dessen
erkenntuiss - theoretische Bedeutung im Sinne der Wahrschein-
lichkeitslehre hier noch kurz besprochen werden mag. Das Ex-
periment im Gegensatze zur gelegentlichen Beobachtung besteht
bekanntlich darin, dass man bei Beobachtung eines Vorganges
eine Bedingung willkiihrlich setzt, wdhrend man alle andern
Bedingungen die, soweit unsere Kenntnisse reichen, Einfluss
haben konnten, gleich gehalten werden. Wenn nun in dem Augen-
blicke wo die willkiihrliche Verdnderung hervorgebracht wird
eine zweite Verdnderung eintritt, so schliesst man, dass beide
durch eine unverbriichliche Regel verkniipft sind und es ist dies
auch ganz gerechtfertigt im Sinne der entwickelten Prinzipien
der Wahrscheinlichkeitslehre, insoweit als die Voraussetznng Ver-
trauen verdient, dass alle anderen urséchlichen Verdnderungen
in dem Augenblicke fern geblieben sind. Bei sehr einfachen leicht
iibersehbaren Vorgingen verdient aber eben in der Regel diese
Voraussetzung viel Zutrauen, da das zuféllige genaue zeitliche
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